
This is a digital copy of a book that was preserved for generations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 
to make the world's books discoverable online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 
to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 
are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that 's often difficult to discover. 

Marks, notations and other marginalia present in the original volume will appear in this file - a reminder of this book's long journey from the 
publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prevent abuse by commercial parties, including placing technical restrictions on automated querying. 

We also ask that you: 

+ Make non-commercial use of the file s We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain from automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machine 
translation, optical character recognition or other areas where access to a large amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attribution The Google "watermark" you see on each file is essential for informing people about this project and helping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are responsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can't off er guidance on whether any specific use of 
any specific book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
any where in the world. Copyright infringement liability can be quite severe. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's Information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps readers 
discover the world's books white helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the füll text of this book on the web 



at |http : //books . google . com/ 



*Ä 






-•^y^ 







/—-^ 


'^'^^ 


* 


y ^-**^ 


" ^ 


t ---^^ 


J^^"^ 


W^ . 



^>UV.'-, \0 0%,"§)>o 




CMPn P^ j^TER LIBRARY 




Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



.. -^ 



Wahrscheiiiliclikeits-Rechnung. 



Digitized by 



Google 



Digitized by 



Google 



DIE PRINCIPIEN 



DER 



WAHRSCHEINLICHKEITS- 
RECHNUNG. 



EINE LOGISCHE UNTERSUCHUNG 



VON 



JOHANNES VON KRIES. 




FREIBÜRG I. B. 1886. 

AKADEMISCHE VERLAGSBUCHHANDLUNG VON J. C. B, MOHR 

(PAUL siebeck). 



Digitized by 



Google 







^^i^-*^ ■- .;iL 






4^^^9P A?^"^ 




^^^-<rvc^'-^^^ jL^^^CK^ 



Das Recht der Uebersetzuog in {remde Sprachen behält sich die 
Verlagshandlung vor. 



Druck von C. A. Wagner in Prbibürg i. B. 



Digitized by 



Google 



V r w r t» 



Bei der Veröflfentlichung der nachstehenden Untersuchungen 
habe ich einen doppelten Zweck im Auge gehabt. Zunächst 
wünschte ich die Aufinerksamkeit der Philosophen auf gewisse 
Begriffe zu lenken, deren logische Bedeutung mir beachtens- 
wert erscheint. Es sind dies eben diejenigen, welche als die 
Fundamental -Begriffe der Wahrscheinlichkeits - Rechnung sich 
herausstellen, vor Allem der Begriff des Spieh-aums, sodann 
eine Anzahl anderer, welche bei der Frage nach der intellek- 
tuellen Bedeutung der Spiekäume erforderUch werden. Auf das 
Fehlen dieser Begriffe ist es wesentlich zurückzuflihren, wenn 
bisher von Seiten der allgemeinen Logik ein befriedigendes Ver- 
ständniss für die Wahrscheinlichkeits-Rechnung, ihre Methoden 
und ihre Erfolge nicht gewonnen werden konnte. Im Hinblick 
auf die grosse und zweifellose Bedeutung, welche die Walir- 
scheinlichkeits-Rechnung in vielen Gebieten besitzt, darf es als 
wünschenswert bezeichnet werden, dass die Logik von dem 
eigentümlichen hier zur Verwendung kommenden Princip Notiz 
nehme. Dieser Wunsch wird um so berechtigter erscheinen, 
wenn sich herausstellt, dass in der Wahrscheinlichkeits-Rech- 
nung nur ein Specialfall eines sehr allgemeinen Princips zur 
Erscheinung kommt, dessen deutliche Erfassung uns einen nicht 
wertlosen Einblick in die logischen Fundamente unseres 
Wissens gewährt. — Der Mangel einer genügenden logischen 
Grundlage hat sich begreiflicher Weise bei den Anwendungen 
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der Wahrscheinlichkeits-Rechnnng sehr störend fühlbar gemacht; 
I in der That enthalten bis heute die systematischen Darstel- 
r, lungen der Wahrscheinlichkeits- Rechnung in mannigfaltiger 
j Vermischimg Richtiges und Falsches, Wertvolles imd Bedeutungs- 
f loses. Eine Scheidung des Einen und des Anderen ist oft als 
notwendig empfunden, auch wiederholt versucht worden. Eine 
solche wenigstens in grossen Zügen durchzuführen war das, 
was ich an zweiter Stelle beabsichtigte. Es gelingt dies ohne 
Schwierigkeit, sobald ein genügendes principielles Verständniss 
erreicht ist, und es werden dabei zugleich die notwendigen 
Anhaltspunkte gewonnen, welche auf den verschiedenen Unter- 
suchungs-Gebieten eine correcte und sachgemässe Anwendung 
der Wahrscheinlichkeits-Rechnung ermögUchen. 

Die Natur des Gregenstandes brachte es mit sich, dass 
einige Teile der Untersuchung sich in Gedankengängen bewegen, 
welche nur dem mit mathematischen Vorstellungen einiger- 
maassen vertrauten Leser ganz geläufig sein werden. Von 
diesen Abschnitten können einige (Cap. V und VIII) einfach 
übergangen werden, ohne dass das Verständniss der Haupt- 
sachen dadurch beeinträchtigt wird. Nicht so die Expositionen 
S. 38—74, deren Inhalt für alles Folgende einigermaassen we- 
sentKch ist. Da vielleicht dem einen oder anderen Leser das 
Verständniss gerade dieses Abschnitts schwierig erscheint, so 
mag hier die Bemerkung Platz finden, dass man die wichtig- 
sten Ergebnisse sich wird aneignen können, auch wenn man 
die in jenen Teilen enthaltene strenge Exposition übergeht und 
sich mit einer, ich darf wol sagen, populären Auffassung be- 
gnügt. AehnUches findet sich bei fast allen Begriffen, welche 
die theoretische Naturwissenschaft in mathematischer Form 
definirt; weshalb imd in welchem Siime zwei Druckwerte, 
zwei Kräfte, weshalb potentielle und kinetische Energie etc., 
zahlenmässig verghchen werden können, das ist ohne die 
strenge Definition dieser Begriffe nicht vollkommen einzusehen. 
Aber ein gewisses Verständniss ihrer Bedeutung und ihres 
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Gebrauchs kann trotzdem recht wol erreicht werden. Wer 
der Wahrscheinlichkeits-Rechnung gegenüber auf einen solchen 
Standpunkt sich zu stellen wünscht, für den kann der genannte 
Abschnitt durch die folgenden kurzen Bemerkungen ersetzt wer- 
den, von welchen dann in unmittelbarem Anschluss an die 
S. 36 und 37 formuHrten Ergebnisse Kenntniss zu nehmen wäre. 
Die Bedingung, welche sich für die numerische Bezeichnung 
von Wahrscheinhchkeiten herausstellt, ist zunächst die, dass die 
verschiedenen möglichen Annahmen vergleichbare Spielräume um- 
fassen. Diese Bedingung ist nun unter bestimmten Verhältnissen 
thatsächhch erfüllt. Denken wir uns z. B. beim Würfeln die Ge- 
sammtheit aller Gestaltungen der bedingenden Umstände zusam- 
mengefasst, welche den Wurf 1 herbeifähren, ebenso dieGesammt- 
heit aller, welche die Würfe 2, 3 etc. bewirken würden : so lässt sich 
behaupten, dass diese sechs Complexe alle von gleicher Grösse 
sind. Es lässt sich femer verständlich machen, dass diese 
Beziehung ganz allgemein Statt findet, mögen wk mm die un- 
mittelbar vor dem Würfeln bestehenden Verhältnisse oder ein 
beliebig früheres zeitUches Stadium der bedingenden Umstände 
ins Auge fassen. Die Gleichheit der Umfange wird daher nicht 
aufhören, für unsere Erwartungen bestiihmend zu sein, wenn 
wir uns die Frage vorlegen, auf welches frühere Verhalten 
irgendwelche gegenwärtige Gestaltungen der Umstände zurück- 
zufuhren sind (das Grössen- Verhältniss ist ein „ursprüngUches"). 
Endlich lässt sich auch zeigen, dass für unsere Erwartung 
des einen oder anderen Erfolges ledighch die Umfönge der 
einem jeden entsprechenden Bedingungs-Complexe, aber keinerlei 
andere logische Verhältnisse maassgebend sind (die Spielräume 
sind „indifferent"). Somit darf in der That die Wahrscheinlich- 
keit jedes der sechs möghchen Würfe in strengem Sinne gleich 
genannt werden. Etwas AehnUches findet bei den Zufalls- 
Spielen durchgängig und bei vielen anderen Gegenständen Statt. 
Die wichtigste Bedingung dafür ist die, dass schon sehr kleine 
Veränderungen der bedingenden Umstände eine Veränderung 
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des Erfolges bewirken; denkt man sich daher die Umstände 
in erheblichem Umfange varürt, so werden in beständiger Ab- 
wechselung die Formationen erhalten, welche den verschiedenen 
Erfolgen entsprechen; jeder von diesen kann durch viele ver- 
schiedene Gestaltungen der Umstände bewirkt werden. — 
Man wird so, glaube ich, auch ohne die eingehendere Be- 
gründung, den Gedanken acceptiren, dass unter gewissen beson- 
deren Voraussetzungen für die Umfange verschiedener Gestal- 
tungs- oder Gruppirungs- Verhältnisse ein bestimmtes Grössen- 
Verhältniss angegeben werden kann, dass dasselbe für unsere 
Erwartung maassgebend ist, und dass nichts Anderes als dieses 
durch die Wahrscheinlichkeits-Zahlen ausgedrückt wird. Die 
Gewinnung dieses Standpunkts genügt, um die Ableitung der 
wichtigsten Ergebnisse, insbesondere die Darstellungen des 4., 
6. und 7. Capitels zu verfolgen. 

Freibürg i. B., im Februar 1886. 
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Oapitel I. 

Der Sinn der Walirsclieinliclikeits- Sätze. 

1. Die Principien der Wahrscheinlichkeits-ßechnung bilden den 
Gegenstand einer nicht geringen Zahl von Untersuchungen sowol 
älterer als neuerer Zeit; eine abermalige Behandlung so viel er- 
wogener und oft erörterter Probleme wird trotzdem nicht von 
vorn herein als überflüssig erscheinen, da thatsächlich die bis- 
herigen Bearbeitungen zu einem abschliessenden und völlig be- 
friedigenden Ergebniss nicht gefuhrt haben. Insbesondere darf 
es wol als allgemein anerkannt gelten, dass die umfang- 
reichste Classe der die Wahrscheinlichkeits-ßechnung betreffenden 
Literatur in Bezug auf die principiellen Fragen nur sehr Un- 
zulängliches bietet: in den Schriften der Mathematiker nämlich 
findet man zwar den rechnenden Teil der Wahrscheinlichkeits- 
Theorie in ausgezeichneter Weise entwickelt, daneben aber die 
Grundlagen der ganzen Lehre meist in einer Weise behandelt, 
welche an grossen Unklarheiten leidet und die mannichfaltigsten 
Zweifel bestehen lässt. Diesem Mangel haben auch die Be- 
mühungen der Philosophen nicht abgeholfen. Wenigstens hat 
Keiner von diesen eine Theorie gegeben, welche im Stande 
gewesen wäre, sich allgemein Eingang zu verschaffen; viel- 
mehr sind noch bis in die neueste Zeit, wie ein Blick in die 
Literatur lehrt, vielfach ganz widersprechende Anschauungen ver- 
treten. So figurirt z. B. in zahlreichen Schriften, namentlich solchen, 
die sich mit der Anwendung der Wahrscheinlichkeits-ßechnung 
auf besondere Gebiete beschäftigen, der Begriff der objectiven 
Wahrscheinlichkeit oder der physischen Möglichkeit; nicht 
selten wird derselbe ausdrücklich als ein wichtiger und unent- 
behrlicher bezeichnetund demjenigen der subj ectiven Wahrschein- 

Ton Eries, Wahrsclieiiilichkeits-Bechnnng. ]^ 
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lichkeit als ein wesentlicli verschiedener gegenübergestellt. Den 
Logikern dagegen ist im Allgemeinen jede Möglichkeit, dass sich 
etwas so oder anders verhalte, und ebenso jede Wahrschein- 
lichkeit eine subjective, und es erscheint hiemach unzulässig 
und verkehrt, diese Begriffe in objectivem Sinne zu nehmen. 
Wenn in einem der neueren Lehrbücher^) als Arten der 
Wahrscheinlichkeit subjective, objective und aposteriorische auf- 
geführt werden, so wird man zugeben müssen, dass die blosse 
Aufstellung dieser Kategorien eine ganze Anzahl von Fragen 
nahelegt, ohne eine einzige zu beantworten; erfährt man doch 
nicht einmal, ob hier drei Arten dem Sinne nach verschiedener 
Wahrscheinlichkeits-Sätze bezeichnet sein sollen, oder nur drei 
Methoden, mit Hülfe deren man in verschiedenen Fällen zu der 
Aufstellung solcher, ihrem Sinne nach allemal gleicher Sätze 
gelangen kann. 

Der wesentliche Grund aller dieser Unsicherheiten liegt un- 
zweifelhaft darin, dass wir über den Sinn, der mit irgend einer zahlen- 
mässigen Wahrscheinlichkeits -Angabe zu verbinden ist, nicht 
genügend im Klaren sind. Was gemeint sei, wenn wir die Wahr- 
scheinlichkeit mit einem Würfel 4 zu werfen = ^ setzen, dürfte 
in der That nicht ohne Weiteres in einer ganz befriedigenden 
und erschöpfenden Weise anzugeben sein. Solange aber hierüber 
Zweifel bestehen, kann auch selbstverständlich über sonstige prin- 
cipielle Fragen, etwa über die Bedingungen, an welche die An- 
wendbarkeit der Wahrscheinlichkeits-Rechnung geknüpft ist, nichts 
Bestimmtes ausgemacht werden. Wir wählen daher den Aus- 
gangspunkt unserer Untersuchung am zweckmässigsten so, dass 
wir zu ermitteln suchen, welche Deutung die zahlenmässig aus- 
gedrückten Wahrscheinlichkeits-Sätze zulassen; wir werden uns 
bei dieser Prüfung, wenigstens in erster Stelle, an die- 
jenigen Sätze zu halten haben, welche wol als zweifellos rich- 
tig und als die typischen Repräsentanten der Wahrscheinlichkeits- 
ßechnung gelten dürfen, an die nämlich, welche sich auf die sog. Zu- 
falls-Spiele beziehen. Dabei wollen wir in der Weise verfahren, 
dass wir eine Anzahl von Auffassungen, die sich darbieten, der 

1) A. Meyer, Vorlesungen über Wahrscheinlichkeits-Eechnung, aus dem 
Französischen übersetzt von Czuber, Leipzig 1875. 
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Eeihe nach durchgehen und untersuchen, ob und wie weit jede 
derselben sich als stichhaltig erweist. 

2. Wenn wir einen Wahrscheinlichkeits - Satz von der in 
Eede stehenden Art zu deuten suchen, so liegt zuvörderst der 
Gedanke nahe, dass er etwas aussage über einen wirklich 
vorhandenen psychischen Zustand, nämlich über den Grad sub- 
jectiver Gewissheit, mit welchem in einem bestimmten Augen- 
blicke ein bestimmtes Individuum irgend etwas glaubt oder 
erwartet. Wir wollen diese Deutung als die psychologische 
bezeichnen. So viel ist sicher, dass bezüglich jedes belie- 
bigen Ürteils-Inhaltes die verschiedensten Grade der subjectiven 
Gewissheit, der „Ueberzeugtheit* , in uns Statt finden könnön: 
von dem Nullwert, bei welchem die Richtigkeit und die Unrichtig- 
keit einer Annahme uns ganz gleich stehen, führt eine, unzählbare 
Abstufungen umfassende Reihe zu der festesten Ueberzeugung, 
mit der wir unsere eigene Existenz behaupten oder den nächsten 
Aufgang der Sonne erwarten. 

Diese subjective Gewissheit ist nun aber zunächst überhaupt 
nicht messbar ; vielmehr trifft für sie all das zu , was ich an 
einer anderen Stelle*) über die Messung intensiver psychischer 
Grössen auseinandergesetzt habe. Es giebt für dieselben wol 
Unterschiede und Vergleichungen des Grades, aber, weil sie 
sich nicht aus völlig gleichartigen Elementen zusammensetzen, 
keine zahlenmässigen Bestimmungen. So können wir zwar sagen, 
dass uns A wahrscheinlicher, viel wahrscheinlicher sei als B; mit 
der Behauptung aber, dass uns Eines doppelt oder zehnmal so 
wahrscheinlich sei als etwas Anderes, ist kein angebbarer Sinn zu 
verbinden, und es ist verkehrt, numerische Vergleichungen dieser Art 
zu suchen. Dies ist deutlich zu bemerken, sobald es sich um 
die Gewissheit bezüglich solcher Dinge handelt, welche die Ein- 
mischung eines anderen Sinnes der Wahrscheinlichkeits-Angabe 
nicht gestatten. Wie wahrscheinlich, könnte etwa gefragt wer- 
c'jj ^^1 is* ®s ^^^1 ^^^s ™ I^^^f ^®s nächsten Jahres ein Krieg 
' Zwischen Russland und England Statt finden wird ? Für die Be- 
antwortung dieser Frage kämen die thatsächlichen politischen 

1) Üeber die Messung intensiver Grössen und über das sog. psycbo- 
physische Gesetz. Vierteljahrsschrift für wissenschaftliche Philosophie VI, 3 
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Verhältnisse gar nicht in Betracht; es handelte sich lediglich um 
meinen, im gegenwärtigen Augenblicke in ganz bestimmter Weise 
vorhandenen Zustand des Glaubens und Erwartens, ohne Rück- 
sicht auf seine Begründung. Für diesen Grad der üeberzeugt- 
heit, für die Intensität der Erwartung existirt ein Maass ebenso- 
wenig wie für die Stärke einer Empfindung. 

Lassen wir aber auch die Frage nach der theoretischen 
Denkbarkeit solcher Maass-Bestimmungen ganz bei Seite, so ist doch 
leicht zu zeigen, dass die gewöhnlichen numerischen Wahr- 
scheinlichkeits-Angaben nicht in diesem psychologischen Sinne 
interpretirt werden können. Es folgt dies schon daraus, dass 
bei der Auswertung der Wahrscheinlichkeit eine ganze Reihe 
von Momenten unbeachtet bleibt, welche auf den Grad der 
psychisch-realen Erwartung thatsächlich einen grossen Einfluss 
ausüben. So ist die Hoffnung, mit welcher wir etwas Gutes, 
oder die Besorgniss, mit welcher wir etwas Schlimmes erwarten, 
in hohem Maasse von individuellem Temperament, jeweiliger 
Stimmung, u.dergl, abhängig; hiervon wird bei den Wahrscheinlich- 
keits-Berechnungen keinerlei Notiz genommen. Jedermann giebt 
z. B. die Wahrscheinlichkeit, mit 2 Würfeln 12 zu werfen, auf ^ 
an und dies ist eine Aufstellung , die man ohne jede Rücksicht 
auf besondere Verhältnisse als ganz allgemein giltig anzusehen 
pflegt. Wollten wir nun darauf hinweisen, dass, wenn auf den 
Wurf 12 ein hoher Gewinn steht, für viele Menschen die Ge- 
wissheit, mit welcher sie den Wurf erwarten, durch die daran 
geknüpfte Hoffnung sich steigere, so würde uns unbedingt die Ant- 
wort werden, dass es sich um eine derartige Maass-Bestimmung 
psychischer Zustände in jenem Wahrscheinlichkeits-Satz gar nicht 
handle. Mit welchem Grade der Gewissheit der Hoffnungs- 
selige, der die günstigen, oder der Furchtsame, der die un- 
günstigen Chancen überschätze, thatsächlich etwas Gutes oder 
TJebles erwarte, das zu bestimmen sei keineswegs die Auf- 
gabe der Wahrscheinlichkeits-Rechnung; vielmehr könne Gegen- 
stand der Feststellung nur diejenige Sicherheit sein, mit welcher 
irgend etwas »vernünftiger Weise erwartet werden müsse*. 

Fixiren wir das gewonnene negative Ergebniss, so wäre zu 
sagen, dass die Wahrscheinlichkeits-Sätze jedenfalls keine Aus- 
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sage über den zu einer gewissen Zeit in einem gewissen Indivi- 
duum Statt findenden psychischen Zustand enthalten. 

3. Prüfen wir als zweite Deutung diejenige, welche im 
Gegensatz zur psychologischen soeben erwähnt wurde, und welche 
dem Wahrscheinlichkeits-Satz eine Angabe über die Gewissheit 
zuschrieb, mit welcher irgend etwas vernünftiger Weise erwartet 
werden muss. Auch diese erweist sich, wenigstens in dem zu- 
nächst sich darbietenden Sinne, als unhaltbar. Es kann doch 
jedenfalls als sehr streitig angesehen werden, ob wir nicht wol 
thun, irgend ein Ereigniss ceteris paribus dann mit grösserer Sicher- 
heit zu erwarten, uns mehr darauf gefasst zu machen, wenn das- 
selbe ein unerwünschtes als wenn es ein günstiges ist. Sehr mannich- 
faltige Momente scheinen in ähnlicher Weise Berücksichtigung zu 
erheischen: so die Vorkehrungen, die wir etwa zur Verhinderung 
resp. Herbeiführung jenes Ereignisses treffen könnten, die Maass- 
nahmen, welche uns sein Eintreten oder Ausbleiben auferlegen 
würde, u. dergl. Folgen wir solchen Erwägungen, so sehen wir 
uns zu dem Zugeständniss gezwungen, dass jenes „vernünftiger 
Weise*, welches in die Erklärung des Wahrscheinlichkeits-Satzes 
soeben aufgenommen wurde, jedenfalls nicht in dein praktisch- 
ethischen Sinne gedeutet werden darf, welcher die Heran- 
ziehung dieser weder scharf fixirbaren noch einfach zu beurteilen- 
den Verhältnisse notwendig macht. Praktische Kegeln sind viel 
zu subjectiv und willkürlich, als dass man daran denken könnte, 
ihre Darstellung als die Aufgabe der Wahrscheinlichkeits-Rech- 
nung zu betrachten. Und besonders wird wiederum die Ver- 
nachlässigung aller derartiger, für unser Handeln nicht gleich- 
giltiger Momente, und die hierdurch bedingte Allgemeingiltig- 
keit der auf die Zufalls -Spiele bezüglichen Wahrscheinlichkeits- 
Sätze diese Deutung ebenso wie die psychologische ohne Weiteres 
ausschliessen. 

4. Man kann nun aber versuchen, die Erwartungs-Regeln, 
welche die Wahrscheinlichkeits-Sätze darzustellen schienen, nicht 
im praktischen, sondern im logischen Sinne aufzufassen. Die 
in ihnen auftretenden Zahlenwerte wären nunmehr als Maass 
anzusehen nicht für einen psychisch-realen Zustand, auch nicht 
für etwas nach praktischen Principien zu Forderndes, sondern 
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für ein logisches Verhältniss. Es scheint auch ohne be- 
sondere Schwierigkeit angebbar zu sein, in welcher Weise hier 
eine zahlenmässige Bestimmung aufzufassen wäre. Jede numerische 
Wahrscheinlichkeits-Angabe besteht nämlich darin oder lässt 
sich wenigstens darauf zurückführen, dass eine Anzahl ver- 
schiedener Fälle für „gleich möglich** erklärt werden; ausserdem 
wird dann ermittelt, ein wie grosser Teil der sämmtlichen gleich 
möglichen Fälle durch eine gewisse Eigentümlichkeit, etwa den 
Eintritt dieses oder jenes Erfolges, charakterisirt ist. In der Auf- 
stellung und Abzahlung solcher gleich möglicher Fälle ist in 
der That das ganze Geschäft der Wahrscheinlichkeits-Rechnung 
zu erblicken. Wenn nun das logische Verhalten unseres 
Wissens in der Aufführung einer Anzahl von gleich möglichen 
Fällen sich darstellen soll, so ergiebt sich ohne Schwierigkeit die 
Erklärung, dass als gleich möglich zwei oder mehrere 
Fälle anzusehen sind, wenn in dem jeweiligen Stande 
unserer Kenntnisse sich kein Grund findet, unter ihnen 
einen für wahrscheinlicher als irgendeinen anderen zu 
halten. — Wenn, wie es zunächst den Anschein hat, jedes unvoll- 
kommene Wissen solche Aufstellungen und Zergliederungen ge- 
stattet, so wird sich auch ganz allgemein die Möglichkeit bieten, 
die Wahrscheinlichkeit dieser oder jener Annahmen, Erwartungen 
etc. durch zahlenmässige Bestimmungen scharf zu charakterisiren. 

Diese Deutung — wir wollen sie kurz als die logische 
Deutung bezeichnen, und das Princip, auf welches sie die Wahr- 
scheinlichkeits-Rechnung basirt, als Princip des mangeln- 
den Grundes — scheint auf den ersten Blick völlig zu be- 
friedigen; sie ist wol auch von allen Auffassungen der Wahr- 
scheinlichkeits-Rechnung diejenige, welche am meisten Anklang 
gefunden hat, und wir werden uns daher eingehend mit ihr zu 
beschäftigen haben. 

Verhältnissmässig leicht erledigt sich hier dasjenige Be- 
denken, an welchem die beiden vorigen Deutungen scheiterten. 
Zwar wird nicht in Abrede zu stellen sein, dass die subjective 
Färbung und die grosse Unbestimmtheit des Princips mit der 
scheinbaren AUgemeingiltigkeit und der Präcision der auf die 
Zufalls-Spiele bezüglichen Wahrscheinlichkeits-Sätze in auffälliger 
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Weise cöntrastiren. Wenn es von dem jeweiligen Stande der Kennt- 
nisse abhängt, wie das hier in Frage kommende Gleichgewicht 
der Erwartung sich einstellt, so wird es ja vorkommen können, 
dass for den X a und b gleich möglich sind, während Y, dessen 
Kenntnisse vollständiger wären, im Besitze eines Grundes sich be- 
fände, a für wahrscheinlicher als b zu erklären. Und wenn wir 
z. B. bei einem englischen Logiker lesen: »If A and C are 
wholly unknown things, we have no reason to believe that A is 
C rather than that it is not C; the antecedent probability is 
then y " : so werden wir uns von vom herein schwer der Ver- 
mutung enthalten können, dass die Wahrscheinlichkeit, von 
welcher bei den Zufalls-Spielen die Rede ist, ihre Maass-Bestim- 
mungen noch auf eine andere als diese Basis zu stellen habe. Indessen 
kann geltend gemacht werden, dass gerade gegenüber der grossen 
Complication der Bedingungen in den Zufalls-Spielen Wissen und 
Nichtwissen aller Menschen stets als wesentlich dasselbe betrachtet 
werden darf; es könnte somit auch das logische Verhalten mit 
Bezug auf die Erwartung der verschiedenen Erfolge immer we- 
sentlich das gleiche sein. Für die oben berührten, von Fall zu 
Fall verschiedenen und individueller Beurteilung unterliegenden 
Momente dagegen ist es durchweg charakteristisch, dass sie auf 
den Grad der Erwartung zwar nach psychologischen Gesetzen 
einwirken, auch wohl nach Regeln der praktischen Vernunft ein- 
wirken sollen, doch aber mit dem Gegenstande der Erwartung in 
logischem Zusammenhange nicht stehen. In der That wird man 
auch bei genauerer Prüfimg zugeben müssen, dass z. B., 
wenn gewürfelt wird, unter keinen Umständen irgend Jemand im 
logischen Sinne einen Grund hat, einen Erfolg mehr als jeden 
anderen zu erwarten. 

Gewiss kann es nun keinem Zweifel unterliegen, dass für 
die gleich möglichen Fälle der Wahrscheinlichkeits-Rechnung 
die eben aufgestellte Bestimmung eine notwendige ist: wo 
wir gleich mögliche Fälle annehmen, darf ganz sicher gar kein 
Grund vorhanden sein, der berechtigte, einen für wahrschein- 
licher als den andern zu halten. So einleuchtend dies ist, so 
unabweisbar drängt sich aber bei näherer üeberlegung die Ein- 
sicht auf, dass diese Erklärung keine genügende ist, dass der 
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blosse Mangel eines unterscbeidenden Grundes noch keineswegs 
hinreicht, um im Sinne der Wahrscheinlichkeits-ßechnung gleich 
mögliche Fälle zu constituiren. 

Unsere Eenntniss bezüglich der Bedingungen irgend eines 
Ereignisses kann in sehr verschiedener Weise und in sehr ver- 
schiedenem Betrage unvollständig sein. Wenn wir wissen, dass 
in einem Gefässe gleich viele schwarze und weisse Kugeln ent- 
halten sind, so setzen wir die Wahrscheinlichkeit, bei einer 
Ziehung eine weisse oder eine schwarze Kugel zu erhalten, gleich, 
und beziffern beide mit ^. Dieselbe Ansetzung der Wahr- 
scheinlichkeit würde unserem Princip nach auch dann gerecht- 
fertigt sein, wenn wir überhaupt nur wüssten, dass schwarze und 
weisse Kugeln in dem Gefösse sind, während ihr Zahlen- Verhält- 
niss uns ganz imbekannt wäre. Nur der erstere Fall entspricht 
aber dem gewöhnlichen und ganz anstandslos allgemein an- 
erkannten Modus der Wahrscheinlichkeits-Bechnung. Auch be- 
merkt man leicht, dass das ganze intellektuelle Verhalten in 
beiden Fällen ein wesentlich verschiedenes ist; insbesondere findet 
die Gleichsetzung der Wahrscheinlichkeit für die Ziehung einer 
weissen und einer schwarzen Kugel in dem ersteren Falle durch 
ein objectiv bestehendes und uns bekanntes Yerhältniss eine ganz 
positive Begründung, welche in dem andern Falle nicht gleicher- 
maassen nachzuweisen ist. Indem wir Beispiele von der letzteren 
Art genauer betrachten, finden wir nun, dass die Aufstellung der 
gleich möglichen Fälle öfter auf eigentümliche Schwierigkeiten 
stösst. Um an ein bestinuntes Beispiel anzuknüpfen, wollen wir 
uns denken, es handle sich um ein Ereigniss, welches seiner Na- 
tur nach irgend einen Teil der Erdoberfiäche treffen kann, wie 
etwa den Fall eines Meteors; es sei die Frage aufgeworfen, mit 
welcher Wahrscheinlichkeit das Auf treffen eines solchen auf diesen 
oder jenen Teil der Erde zu erwarten sei. Wir wollen nun 
gegenüber den hier in Frage kommenden Verhältnissen eine 
recht weitgehende Unkenntniss voraussetzen; es möge also Je- 
mand zunächst schlechterdings gar nichts darüber wissen, wovon 
der Fall eines Meteors abhängt; femer möge nach der Kenntniss 
desselben die Erdoberfläche in eine gewisse Anzahl , n 
Teile, etwa die benannten Länder und Meere, zerfallen, über 
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die Ausdehnung derselben ihm aber wiederum Nichts bekannt 
sein. Wenn der Betreffende sich nun die Frage vorlegt, welchen Teil 
der Erde irgend ein Meteor treffen werde, so wird er keinen 
Grund haben, dies für einen jener n Teile mehr als für irgend 
einen andern, für Spanien mehr als fär Dänemark, für Mexico 
mehr als für die Nordsee zu erwarten. Er würde somit für 
jeden der n Teile die Wahrscheinlichkeit getroffen zu werden gleich, 
nämlich -^ zu setzen haben. Mag man nun über die Berechtigung, 
an eine derartige Ermittlung eine bestimmte Sicherheit der Er- 
wartung zu knüpfen, denken, wie man will : gegen die ganze 
Betrachtung erhebt sich ein sehr wesentlicher Einwurf, welcher, 
wie sich bei 'genauerer Prüfung zeigt, sie durchaus illusorisch 
macht. Solange nämlich die Abmessung der Wahrscheinlichkeit 
durch eine so vollständige Unkenntniss, wie wir sie hier voraus- 
setzten, geleitet wird, ist die Aufstellung gleich möglicher Fälle 
eine ganz willkürliche. 

Wir können kleinere oder grössere Zahlen der ursprünglich 
in Betracht gezogenen Teile der Erdoberfläche zu allgemeineren 
Begriffen zusammenfassen und so irgend eine andere Einteilung 
erhalten, etwa in die fünf Erdteile und die benannten Oceane. 
^Für jeden dieser Bezirke würde nun die ursprüngliche Auf- 
stellung eine gewisse Wahrscheinlichkeit, von dem Meteor 
getroffen zu werden, ergeben. Dieselbe würde sich richten 
nach der Zahl der Teile erster Art, welche er umfasst; denn 
dass ein solcher grösserer Bezirk getroffen werde, ist ein allge- 
meiner, mehrere besondere einschliessender Fall, und die Wahr- 
scheinlichkeit des allgemeinen Falles wäre gleich der Summe der 
Wahrscheinlichkeiten aller in ihm enthaltenen EinzelföUe zu setzen. 
So erhielten wir far Europa, Asien etc. sehr ungleiche Wahrschein- 
lichkeiten des Getroffenwerdens. Es leuchtet nun aber ein, dass die 
neue Einteilung genau mit demselben Eecht, wie die frühere als 
Ausgangspunkt der Betrachtung gewählt werden kann; ebenso gut, 
wie von den einzelnen Ländern können wir auch von den Erdteilen 
sagen, es liege kein Grund vor, das Auftreffen des Meteors auf 
einen mehr als das auf einen andern zu erwarten. Hiernach hätten 
wir für alle Erdteile gleiche, für Länder aber, welche verschie- 
denen Erdteilen angehören, ungleiche Wahrscheinlichkeit anzusetzen. 
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Welche Betrachtung vor der anderen den Vorzug verdient, 
ist zunächst gamicht anzugeben. — Etwas Aehnliches findet 
sich nun sehr häufig; ich beschränke mich auf die Anführung 
noch eines etwas anders gearteten Beispiels. 

Es sei die Frage vorgelegt, ob irgend ein Weltkörper, 
etwa der Sirius, einen bestimmten irdischen Stoff, sagen wir 
Eisen, enthält oder nicht. Ueber die Beschaffenheit des Sterns völlig 
in ünkenntniss — wir denken uns in einen Zeitpunkt zurück- 
versetzt, in welchem es noch keine spectralanalytischen Unter- 
suchungen gab — , werden wir keinen Grund haben, das Vor- 
kommen von Eisen im Sirius mehr als das Nicht- Vorkommen zu 
vermuten; wir setzen somit die Wahrscheinlichkeit jeder dieser 
beiden Annahmen == y. Demnächst fragen wir nach der An- 
wesenheit des Goldes, für welche dasselbe zutrifft. Es ist dabei 
noch zu beachten, dass die beiden Fragen und ebenso alle fol- 
genden, auf andere Elemente bezüglichen, von einander ganz un- 
abhängig sind: die Wahrscheinlichkeit für das Vorhandensein 
jedes weiteren Stoffes würde immer wieder = ~ gesetzt werden 
können, auch wenn das Vorkommen oder Fehlen eines oder 
mehrerer anderer schon erwiesen wäre. Wir ermitteln so, be- 
kannten Regeln folgend, die Wahrscheinlichkeit, dass sowohl 
Eisen als Gold im Sirius fehlen = ^, Gehen wir in dieser 
Weise weiter, so erhalten wir eine ganz minimale Wahrschein- 
lichkeit dafür, dass alle 68 irdischen Elemente im Sirius nicht 
vorhanden sind, oder eine ganz enorme, der vollen Gewissheit 
fast gleichkommende Wahrscheinlichkeit, dass das Gestirn min- 
destens einen der irdischen Stoffe enthalte. Der gesunde Menschen- 
verstand sträubt sich, wie ich glaube, dagegen, den Wert einer 
solchen Argumentation anzuerkennen, üeberdies aber wird die- 
selbe sofort hinföllig der einfachen Erwägung gegenüber, dass 
wir gleich von vorn herein die Alternative auch so stellen können : 
der Sirius enthält irdische oder er enthält keine irdischen Stoffe. 
Auch diese beiden Annahmen können wir recht wol als gleich- 
berechtigt ansehen, und die Wahrscheinlichkeit, welche vorher 
von der Einheit nur um einen verschwindend kleinen Bruchteil 
abwich, erscheint nunmehr = y. In einem Falle, wie diesem, 
werden nun gewiss mancherlei Gründe für die erste oder die 
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zweite oder auch wol für noch ganz andere Ansetzungen der 
Wahrscheinlichkeit geltend gemacht werden können: unfraglich 
bleibt aber, dass die ganze Zergliederungsweise nicht wol 
anwendbar erscheint, weil kein bestimmter Anhaltspunkt dafür 
vorliegt, was als gleich möglich angesehen werden muss. 

Es ist hiernach schon ersichtlich, dass in der obigen allge- 
meinen Formulirung des logischen Princips ein für die Wahrschein- 
lichkeits-Eechnung sehr wesentliches Erforderniss noch ausgelassen 
ist: die Aufstellung der gleich möglichen Fälle muss eine 
in zwingender Weise und ohne jede Willkür sich ergebende 
sein. Hierzu gehört z. B., dass die Wahrscheinlichkeit eines allge« 
meinen Falles stets übereinstimmend gefunden wird, mögen wir sie 
durch eine directe Vergleichung desselben mit den ihm coordi- 
nirten ermitteln, oder mögen wir, von der Betrachtung spe- 
ciellerer Fälle ausgehend, sie darstellen als die Summe der 
Wahrscheinlichkeiten aller einzelnen in ihm enthaltenen Special- 
fälle. Die Erfüllung dieser Forderung ist keineswegs ganz all- 
gemein gesichert, wenn wir gleich mögliche Fälle nach dem 
Princip des mangelnden Grundes aufstellen. Denn es kann sich 
sehr wol die Sache so gestalten, dass gar kein Grund vorliegt, 
den Fällen a, b, c, d, e, f verschiedene Wahrscheinlichkeiten zuzu- 
schreiben, gleichwol aber auch, wenn wir etwa die vier Fälle 
a, b, c, d zu dem Gesammtbegriff A vereinigen und ihm B, 
welches nur e und f umfasst, gegenüberstellen, wiederum kein 
Grund vorhanden ist, Amehr zu erwarten als B. Unter diesen Um- 
ständen existirt für die Wahl zwischen verschiedenen Wahrschein- 
lichkeits-Ansätzen zum Wenigsten keine unmittelbar einleuchtende 
und sichere Kegel. Es ist also factisch nicht so, dass jedes- 
mal alles überhaupt in Frage kommende sich in eine Anzahl 
zweifellos und evident gleichwei'tig zu setzender Annahmen 
zerlegen liesse; vielmehr ist dies nur dann der Fall, wenn 
für die Gleichsetzung der Möglichkeiten ein derartig be- 
stimmter Anhaltspunkt existirt, dass dieselbe durchaus geboten 
erscheint, und dass, wo wir gleich setzen, die Ungleichsetzung 
positiv unrichtig genannt werden darf. Nur in diesen Fällen kann 
von einer wirklich wertvollen Darstellung des logischen Verhaltens 
durch numerische Wahrscheinlichkeiten die Rede sein. Während 
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es also in der mannigfaltigsten Weise und bei den verschie- 
densten Gegenständen vorkommen kann, dass kein Grund vorliegt. 
Eines für wahrscheinlicher zu halten, als ein Anderes, werden es 
nur ganz bestimmte Zustände des Wissens und Nichtwissens sein, 
welche hiermit die für die Aufstellung numerischer Wahrschein- 
lichkeiten notwendige Eigenschaft verbinden, eine streng be- 
stimmte Aufstellung gleich möglicher Fälle zu ergeben. 

Eine gewisse Vermutung darüber, wie diese Gestaltungen 
des Wissens zu denken seien, drängt sich schon hier auf; es 
liegt nämlich die Annahme sehr nahe, dass der soeben postulirte 
Anhalt für die Bemessung der Wahrscheinlichkeit in irgend 
welchen objectiven Grössenverhältnissen zu erblicken sei. In 
dem ersteren der oben aufgeführten Beispiele, in welchem es sich 
um eine Zerlegung der Erdoberfläche handelte, würde in der 
That jede Unsicherheit beseitigt sein, wenn wir zur Beurteilung 
der Wahrscheinlichkeit uns an die objectiv richtig bestimmten 
Flächenräume der einzelnen Teile halten könnten. Setzten wir 
die für ein beliebiges Stück der Erdoberfläche in Anschlag zu brin- 
gende Wahrscheinlichkeit des Getrofifenwerdens seinem Flächeninhalt 
proportional, so wäre jede Willkür ausgeschlossen. Die Anschauung, 
dass in ähnlicher Weise die Wahrscheinlichkeits-ßestimmungen sich 
immer an objective Grössen- Verhältnisse anschliessen müssen, wird 
mit einem Gedanken zusammentreffen, welcher, wie ich vermute, 
wenigstens einem Teile meiner Leser gleich zu Anfang bei jenem 
Beispiel sich aufdrängte: dass nämlich unter der gemachten 
Voraussetzung einer völligen ünkenntniss über die räumlichen 
Ausdehnungen eine irgend wertvolle Wahrscheinlichkeits- Be- 
stimmung überhaupt nicht erhalten werden könne, eine solche 
vielmehr die Kenntniss der Flächenräume ganz notwendig erfordere. 

Wir stossen auf eine zweite beachtenswerte Schwierigkeit, 
wenn wir nach dem Princip des mangelnden Grundes uns ge- 
wisse, in der Theorie der Zufalls-Spiele durchgängig als correct 
l>etrachtete Verfahrungsweisen verständlich zu machen suchen. 
Beim Würfeln setzen wir bekanntlich für jeden einzelnen Wurf 
die Wahrscheinlichkeit des Resultates 1, 2, 3, 4, 5 oder 6 gleich, 
jede = -g-. Bestimmen wir ferner Wahrscheinlichkeiten für eine 
Ueihenfolge mehrerer Würfe, so gehen wir dabei von der Vor- 
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Stellung aus, dass auch in Verbindung mit ganz beliebigen Er- 
folgen der vorhergehenden Würfe für den nächsten immer 
wieder 1 , 2, 3, 4, 5, 6 gleich möglich sind. Hieraus ergiebt sich 
dann, dass für viele Würfe jede beliebige Reihenfolge von Re- 
sultaten als gleich möglich zu betrachten ist. Die Zulässigkeit 
dieser Annahme leuchtet nun durchaus nicht ein, so lange zu 
ihrer Rechtfertigung bloss das Princip des mangelnden Grundes 
herangezogen wird. Stellen wir uns auf den Standpunkt einer 
völligen ünkenntniss bezüglich derjenigen Bedingungen, welche 
den Erfolg der Würfe bestimmen , so werden wir nicht 
leugnen können, dass für die Abwägung unserer Erwartungen 
die gewöhnliche Analogie-Regel maassgebend sein müsste: was 
schon ein oder viele Male eingetreten ist, ist für die Zukunft 
wahrscheinlicher, als was noch gar nicht oder selten sich ereig- 
nete. Wenn nun aber, nachdem einmal 6 gefallen ist, für den 
nächsten Wurf 6 mit grösserer Wahrscheinlichkeit zu erwarten 
ist, als alle anderen Erfolge, so ist auch von vorn herein wahr- 
scheinlicher, dass zweimal hinter einander die gleiche Zahl, als 
dass zwei verschiedene hintereinander fallen: die Polgen 1 1, 2 2 
etc. wären wahrscheinlicher als etwa 3 4 oder 6 5 etc. All- 
gemein muss, wenn über das Zustandekommen der Würfe nichts 
bekannt ist, die Analogie-Regel uns solche Polgen, die Gleich- 
artiges wiederholen, wahrscheinlicher machen als solche, die das 
nicht thun. 

Eine derartige Betrachtungsweise greift nun in der That 
Platz, sobald das Pehlen gewisser positiver Bestimmungen, die 
wir unter gewöhnlichen Verhältnissen mit Recht vorauszusetzen 
pflegen, vermutet werden darf oder gar sicher bekannt ist. Bei 
dem Würfelspiel gehn wir für gewöhnlich von der Annahme 
aus, dass der Schwerpunkt des benutzten Würfels wenigstens 
mit grösster Annäherung in seiner geometrischen Mitte gelegen 
ist. Wenn nun unter besonderen Verhältnissen eine erheblich 
excentrische Lage des Schwerpunktes bekannt ist oder auch 
nur in Präge kommt, so hört die Berechtigung des gewöhn- 
lichen Wahrscheinlichkeits - Ansatzes sofort auf. Zwar wird, 
wenn wir nicht wissen, welcher Seite der Schwerpunkt 
angenähert ist, auch jetzt für den ersten Wurf die Wahr- 
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scheinlichkeit eines jeden der 6 möglichen Kesultate die gleiche 
sein; ffir eine Folge mehrerer Würfe dagegen liegt die Sache 
anders. Es wird nämlich nunmehr der Erfolg der ersten 
Würfe uns Vermutungen über die Lage des Schwerpunktes ge- 
statten und somit die Erwartung bezüglich der folgenden mo- 
dificiren. Demgemäss kann auch von vorn herein die Wahr- 
scheinlichkeit z. B. einer Folge 4 4 4 nicht gleich derjenigen 
der Folge 4 2 3 gesetzt werden, vielmehr ist die erstere jeden- 
falls grösser anzunehmen. 

Den Unterschied zwischen diesen Fällen und dem gewöhn* 
liehen pflegt man nun dahin anzugeben, dass hier die Existenz 
von begünstigenden Bedingungen für den einen oder an- 
deren Erfolg in Betracht gezogen werden muss, während für ge- 
wöhnlich es als sicher angesehen werden darf, dass in keinerlei 
Weise begünstigende Bedingungen für einen der 6 möglichen 
Würfe vorhanden sind. Aber was heisst nun dies, und woher 
sind wir dessen so sicher? Diese Frage wird man nicht ohne 
Weiteres beantwortbar finden. Nur soviel steht fest, dass es 
nicht genügen kann, sich lediglich darauf zu berufen, dass die 
Bedingungen, von welchen die Erfolge des Würfeins abhängen, 
gänzlich unbekannt seien. Vielmehr ist unbestreitbar, dass wir 
mit jener Behauptung bezüglich der begünstigenden Bedingungen 
irgend einen, die objectiven Verhältnisse der Zufalls-Spiele 
betreffenden positiven Sinn zu verbinden haben, beim Würfelspiel 
z. B. jedenfalls unter Anderm den, dass der Schwerpunkt des 
Würfels nicht excentrisch gelegen ist. Dass bei der Beurteilung 
einer Folge von mehreren Fällen die gewöhnliche Analogie-Regel 
keine Anwendung findet, wird auf diese Weise wenigstens im 
Allgemeinen verständlich ; es liegen eben gewisse positive Kenntnisse 
vor, welche unsere Erwartungen nach ganz anderen Gesichtspunkten 
zu regeln im Stande sind. Welches objective Verhalten nun aber 
als ein Bestehen oder Nichtbestehen begünstigender Bedingungen 
zu bezeichnen ist, dies ist eine Frage, die mit unserem Haupt- 
problem ganz untrennbar zusammenhängt; denn ganz allgemein 
kann nur gesagt werden, dass begünstigende Umstände solche sind, 
welche den Eintritt eines Ereignisses wahrscheinlicher als den eines 
anderen machen. Wir werden somit durch die eben berührte 
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Schwierigkeit vor die Frage gestellt, welches Wissen von objectiver 
Bedeutung hei den Zufalls-Spielen als Voraussetzung der herkömm- 
lichen Wahrscheinlichkeits-Ansätze zu gelten hat. 

Im Ganzen ergiebt sich hiernach für die logische Deutung 
folgendes Kesultat. Die Erklärung, dass gleich möglich zwei 
Fälle dann sind, wenn wir keinen Grund haben, einen für 
wahrscheinlicher zu halten als den anderen, ist zwar richtig, 
sie kann uns aber nicht befriedigen, sie giebt uns die charak- 
teristische Eigentümlichkeit der numerischen Wahrscheinlich- 
keiten nicht an. Vielmehr ist hinzuzufügen, dass allemal ein 
sicherer Anhalt für die zwingend bestimmte und der Willkür ent- 
zogene Gleichsetzung von Möglichkeiten vorhanden sein muss; 
es lässt sich vermuten, dass eine solche nur unter Berück- 
sichtigung von objectiven Grössen - Beziehungen Statt finden 
kann. Femer ist fär die Begründung der herkömmlichen 
Wahrscheinlichkeits- Ansätze bei den Zufalls-Spielen ein ganz 
bestimmtes, aber nicht ohne Weiteres präcise angebbares Wissen 
von objectiver Bedeutung erforderlich, welches bei der Erwartung 
bezüglich mehrerer Fälle die Anwendung der gewöhnlichen Analogie- 
Eegel ausschliesst. Für die weitere Untersuchung würde sich 
demnach die Aufgabe ergeben, zu ermitteln, welche besonderen 
Gestaltungen des Wissens eine bestimmte Aufstellung gleich 
möglicher Fälle gestatten, welche ßoUe dabei objectiv giltigen 
Kenntnissen zufällt, und namentlich, ob in der That objective 
Grössen-Verhältnisse dabei ins Spiel kommen. Ehe wir uns 
indessen anschicken, diesen Fragen näher zu treten, wird es 
erforderlich sein, noch anderer Interpretations - Versuche zu 
gedenken, welche von ganz anderen Auffassungen als der soeben 
erörterten ausgehen. 

5. Es kann versucht werden, die Wahrscheinlichkeits-Sätze 
dahin zu deuten, dass sie als der unmittelbare Ausdruck eines be- 
stimmten empirischen Wissens anzusehen wären, dass sie näm- 
lich angäben, was uns über den wirklich eingetretenen Verlauf 
der schon beobachteten Fälle einer gewissen Art bekannt ist. 
In der That ist leicht zu sehen, dass, wenn wir uns die Frage 
vorlegen, ob unter gewissen Umständen ein bestimmter Erfolg 
eintreten oder ausbleiben wird, die hier zu bildende Erwartung 
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jedenfalls dadurch beeinflusst werden muss, dass uns etwa 
schon X ähnliche Fälle bekannt geworden sind, von welchen y 
den betreffenden Erfolg herbeifahrten, die übrigen x — y dagegen 
nicht. Man könnte nun vermuten, dies und nichts anderes sei der Sinn 
der Angabe, dass dem Eintreten des Erfolges unter jenen Um- 
ständen die Wahrscheinlichkeit;?^ zuzuschreiben sei. Ihrer eigent- 
lichen Bedeutung nach bezögen sich also die Wahrscheinlich- 
keits-Zahlen auf vergangene und zu unserer Kenntniss gelangte 
Ereignisse. 

Das hier Statt findende logische Verhältniss weist nun 
jedenfalls insofern eine wichtige Uebereinstimmung mit dem der 
Wahrscheinlichkeits-Bechnung eigentümlichen auf, als für den 
Grad unserer Erwartung bestimmte Zahlen- Werte in Betracht 
kommen. Schon dieser Aehnlichkeit wegen hat dasselbe hier 
ein gewisses Interesse. 

Wenn wir unter irgend welchen Umständen mehrmals den 
Eintritt eines gewissen Erfolges beobachtet haben, und sodann 
unter Umständen, welche wir den früheren ähnlich finden, mit 
unmittelbarer Berufung auf jene Erfahrung den gleichen Verlauf 
erwarten, so machen wir einen Analogie-Schluss. Da der- 
selbe sich auf die Heranziehung schon beobachteter Fälle grün- 
det, welche einem gegenwärtigen ähnlich sind, so ist ohne Wei- 
teres ersichtlich, dass seine Sicherheit mit der Zahl jener Fälle 
wächst, ausserdem aber auch, dass dieselbe in einer nicht ein- 
fach angebbaren Weise von dem Grade und der Art der Ueber- 
einstimmung abhängt, welche jene Fälle untereinander und mit 
dem gegenwärtigen besitzen. Ferner muss hervorgehoben wefden, 
dass es nur ein ganz besonderer Modus ist, wenn der fragliche 
Erfolg in sämmtlichen als analog herangezogenen Fällen Statt 
gefunden hat. Ganz im Allgemeinen ist vielmehr denkbar, dass 
derselbe bei irgend einem beliebigen Procentsatze jener Fälle 
eingetreten, bei den übrigen aber ausgeblieben ist; auch ein 
solcher Thatbestand kann für unsere Erwartungen, wenn auch 
in anderer Weise, bestimmend sein. Da es notwendig ist, für 
diese verschiedenen Arten des Analogie-Schlusses eine kurze Be- 
zeichnung zu haben, so wollen wir von einer Erwartungsbildung 
durch totale, resp. durch partielle Analogie sprechen. Die 
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letztere ist jedesmal durch einen echten Bruch zu charac- 
terisiren, welcher angiebt, in einem wie grossen Teile aller bis- 
her beobachteten Fälle der fragliche Verlauf eingetreten ist. 
Dieser echte Bruch mag die Analogie-Ziffer heissen. Wenn 
er = y wäre, so würde die bisherige Erfahrung das Eintreten und 
das Ausbleiben des betreffenden Erfolges gleich wahrschein- 
lich machen; dagegen würden steigende Werte das erstere, 
abnehmende das letztere mit immer grösserer Wahrscheinlichkeit 
vermuten lassen, und die grösste Sicherheit würde schliesslich 
erreicht, wenn der Bruch = oder = 1, d. h wenn die par- 
tielle Analogie in die totalß übergegangen wäre. Der uns be- 
schäftigende Interpretations- Versuch fasst nun die Brüche der 
Wahrscheinlichkeits-Bechuung einfach als solche Analogie-Ziffern 
auf. Indessen zeigt sich die Unzulässigkeit dieser Meinung leicht 
in einigen sehr wichtigen Unterschieden, welche zwischen den einen 
und den arideren bestehen. Erstlich ist für die eigentlichen Wahr- 
scheinlichkeits-Zahlen in der Eegel die hier postulirte an einer An- 
zahl von gleichartigen Fällen gemachte Erfahrung gar nicht nachzu- 
weisen. Häufig genug unterziehen wir die mannigfaltigsten Arten 
von Zufalls- Spielen mit voller Zuversicht der Wahrscheinlich- 
keits-Rechnung, auch wenn dieselben ganz neue sind und Ver- 
suche über sie bisher gar nicht vorliegen. Aber auch in anderer 
Beziehung enthalten die Wahrscheinlichkeits-Sätze viel mehr, als 
dass ihr Inhalt als einfaches Erfahrungs-Ergebniss in der hier ver- 
suchten Weise gedeutet werden dürfte. Wenn wir z. B. bei dem 
gewöhnlichen Würfel-Spiele noch daran denken könnten, es als 
Resultat wirklicher Beobachtung anzusehen, dass im Laufe vieler 
Würfe immer jede Zahl annähernd gleich oft gefallen sei, so 
wird die gleiche Auffassung doch zur Unmöglichkeit gegenüber 
der ganz unbegrenzten Menge von Consequenzen, welche der all- 
gemeine Satz involvirt, dass die Wahrscheinlichkeit für die Resultate 
jedes einzelnen Wurfes von den Erfolgen aller übrigen unabhängig 
ist. Diesem Satze zufolge behaupten wir z. B. auch, dass es gleich 
wahrscheinlich sef, in 6 aufeinander folgenden Würfen 12 3 4 5 6 
oder 6 5 4 3 2 1 zu werfen. Niemand beanstandet die Richtigkeit 
dieser Aufstellung; es kann aber keinem Zweifel unterliegen, 
dass sie in dem hier in Rede stehenden Sinne nicht genommen 

Ton Kries, WahrscIieiulicIikeitB-Bcchniin^. 2 
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werden kann: das empirische Material, welches sie bei dieser 
Auffassung darzustellen hätte, ist nicht bloss nicht vorhanden, 
sondern auch jeder Versuch, es zu gewinnen, würde an der unge- 
heueren Zahl der hierzu erforderlichen Würfe scheitern. 

In noch entscheidenderer Weise tritt aber die Differenz der 
Wahrscheinlichkeits-Brüche und der Analogie-Ziffern darin zu 
Tage, dass diejenige Bedeutung, welche wir als wichtigste den 
ersteren vindiciren, den letzteren gar nicht zukommt. Dies 
ist nämlich, darüber kann denn doch kein Z weifel bestehe n, die 
logische. So lange man siclT übefBauptmit der Wahrscheinlich- 
keits-Eechnung beschäftigt, hat man ihre Zahlen dahin aufgefasj^t, 
dass der Wert 1 die volle Gewissheit, jeder Bruch aber die Be- 
rechtigung einer ganz bestimmten Erwartung bezeichnen solle. Auf 
dieser Vorstellung beruht auch die ganze Bedeutung, welche 
man der Wahrscheinlichkeits-Rechnung als Methode immer zu- 
geschrieben hat. Für die Analogie-Ziffern aber wäre diese An- 
schauung, wie auf den ersten Blick ersichtlich, ganz unzulässig. 
Der Wert 1, welcher der totalen Analogie zukommt, repräsentirt 
ja hier keineswegs die volle Gewissheit ; die Thatsache, dass alle 
bisher beobachteten Fälle einer bestimmten Kategorie irgend einen 
Verlauf nahmen, begründet vielmehr für die Erwartimg des 
gleichen Verlaufs in einem neuen Falle je nach Umständen sehr 
verschiedene Wahrscheinlichkeit, eine volle Gewissheit aber nie- 
mals. Es kommen also den Analogie-Ziffern durchaus variable, 
gar nicht ein für alle Mal angebbare logische Werte zu. Dies 
gilt, wie von den totalen, so auch von den partiellen Ana- 
logien. So lange wir also bei der Deutung der Wahrschein- 
lichkeits- Sätze von der Voraussetzung ausgehen wollen, dass 
dieselben diejenigen Eigenschaften, welche man ihnen als wesent- 
^ liebste jederzeit zugeschrieben hat, wirklich besitzen, werden wir 
nicht daran denken dürfen, sie mit den Analogie -Ziffern zu 
identificiren. Die Wahrscheinlichkeits-Sätze müssen etwas anderes 
enthalten, als den bloss historischen Bericht über frühere Er- 
eignisse. 

6. Wir gelangen zu dem letzten der hier zu besprechenden 
Deutungs- Versuche. Man pflegt zu sagen, das Verhältniss der 
Häufigkeit, mit welcher in den schon beobachteten Fällen einer 
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gewissen Art ein Erfolg eintrat oder ausblieb, sei allerdings 
nicht ohne Weiteres als die Wahrscheinlichkeit dieses Erfolges 
zu betrachten. Es könne aber aus der Thatsache, dass in einer 
grösseren Zahl von Fällen der Erfolg. so und so oft einge- 
treten sei, der Schluss gezogen werden, dass immer in einer 
hinlänglich grossen Zahl weiterer Fälle die relative Häufigkeit 
desselben wenigstens sehr annähernd ebenso gross sein werde. 
Diese aus der Erfahrung gezogenen Schlüsse, welche sich zu- 
nächst auf die Gesammt-Besultate einer grösseren Zahl von 
zukunftigen Fällen bezögen, bildeten den Inhalt der Wahrschein- 
lichkeits-Sätze, und dies namentlich sei die eigentliche Bedeutung 
der in ihnen figurirenden Zahlenwerte. 

Wir wollen hier von dem Umstände absehen, dass diese 
Ansicht, gerade wie die zuletzt besprochene, für die Wahrschein- 
lichkeits-Zahlen eine empirische Unterlage in Anspruch nimmt, 
welche in Wirklichkeit keineswegs allgemein vorhanden ist; es 
wird nicht erforderlich sein, diesen Punkt hier nochmals zu 
erörtern, wir beschränken uns vielmehr auf diejenigen Momente, 
welche der gegenwärtigen Deutung eigentümlich sind. Soviel ist 
richtig, dass die Wahrscheinlichkeits-Sätze, etwa bei den Zufalls- 
Spielen, eine sehr starke Erwartung ergeben, es werde in einer grossen 
Zahl von Fällen ein gewisser Erfolg annähernd so und so oft 
eintreten. Wir können aber nicht behaupten, für Inhalt und 
Begründung derartiger Sätze ein befriedigendes Verständniss zu 
besitzen, wenn wir lediglich anzugeben vermögen, dass dieselben 
aus der Erfahrung erschlossen sind. Wir werden vielmehr 
wünschen müssen, uns' wenigstens eine ganz allgemeine Vor- 
stellung davon zu machen, was denn eigentlich die Erfahrung 
uns gelehrt hat, und welche objectiv giltige Kenntniss unseren 
Erwartungen bezüglich zukünftigen Verhaltens zur Grundlage 
dient. Einem solchen Verlangen gegenüber sind wir nun bei 
allen derartigen Schlüssen in der Lage, darauf hinzuweisen, dass 
wir eine durchgängige Gesetzmässigkeit alles Geschehens an- 
nehmen, der zufolge der factische Eintritt eines Ereignisses 
jedesmal als ein durch bestimmte Bedingungen herbeigeführter 
anzusehen ist, und der zufolge an die Kealisirung gewisser Um- 
stände auch der Eintritt eines gewissen Erfolges jederzeit mit 
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Notwendigkeit sich knüpft. Solche Zusammenhänge kann 
uns die Erfahrung kenntlich machen; jeder aus ihr gezogene 
allgemeine Schluss würde eine mehr oder weniger vollständige 
Einsicht in solche Verknüpfungen darstellen, und in ihnen eben^ 
haben wir jene objectiven, uns erkennbaren imd unsere Erwar- 
tungen begründenden Verhältnisse zu erblicken. Die Annahme, 
dass solche Zusammenhänge durchweg Statt finden, erscheint 
daher auch, wie bekannt, als notwendige Voraussetzung für die 
logische Berechtigung aller dieser Schlüsse. Für das Verständ- 
niss dieser wird also dann keine principielle Schwierigkeit bestehen, 
wenn sie die Deutung zulassen, dass unter bestimmten Umständen 
ein bestimmtes Geschehen, gesetzmässigen Zusammenhängen ent- 
sprechend, eintreten müsse. Versuchen wir nun aber, die Er- 
wartungen, welche uns die Wahrscheinlichkeits-Sätze bei den 
Zufalls-Spielen mit Bezug auf das Gesammt-Resultat vieler Fälle 
ergeben, in diesem Sinne aufzufassen, so überzeugen wir uns 
leicht von der ünzulässigkeit einer solchen Deutung. Von einem 
gesetzmässigen Zusammenhange, der es mit sich brächte, dass 
z. B. bei tausend Roulette- Würfen annähernd gleich oft Bot und 
Schwarz fallen müsste, vermögen wir uns durchaus keine Vor- 
stellung zu machen ; in dem vorausgesetzten bedingenden Umstände, 
dass tausend solcher Würfe ausgeführt werden, liegt schlechter- 
dings Nichts, was in einer uns begreiflichen Weise jene annähernde 
Gleichheit notwendig machte. Ja es wird sogar — und dies ist 
entscheidend — eine solche Notwendigkeit gar nicht angenommen. 
Dieselbe müsste sich doch immer in der Form darstellen, dass 
das Häufigkeits-Verhältniss der einen und der anderen Würfe von 
der Gleichheit nicht um mehr als einen gewissen Wert ab- 
weichen könnte. Etwas Derartiges findet aber nur dann Statt, 
wenn wir, von der gewöhnlichen Einrichtung der Zufalls-Spiele 
abgehend, die Einzelfälle von einander in irgend einer Weise ab- 
hängig machen. Lassen wir aus einem Gefäss, welches 500 weisse 
und 500 schwarze Kugeln enthält, eine Anzahl von Ziehungen 
machen und die gezogenen Kugeln nicht wieder in das Gefäss zurück- 
legen, so modificirt der Erfolg jeder Ziehung die Wahrscheinlich- 
keit für das Ergebniss der folgenden; so resultirt in der That 
die Notwendigkeit, dass z. B. bei 700 Ziehungen mindestens 
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200 weisse Kugeln gegriffen werden, einfach weil nicht mehr 
als 500 schwarze vorhanden sind. Hier enthalten die Umstände 
eine ganz bestimmt angebbare Notwendigkeit. Für unsere Vor- 
stellung von dem gewöhnlichen Modus der Zufalls-Spiele ist da- 
gegen die Meinung durchaus wesentlich, dass der Erfolg des 
Einzelfalles von dem aller übrigen ganz unabhängig sei, und es kann 
also hier der Versuch einer ähnlichen Erklärung für unsere die 
Gesammt-Ergebnisse betreffenden Erwartungen gar nicht gemacht 
werden. Demgemäss ergiebt denn auch der gewöhnliche Wahr- 
scheinlichkeits-Ansatz selbst für die allergrössten Abweichungen 
von dem erwarteten Verhältniss, selbst dafür z. B., dass im 
Roulette tausend Mal hintereinander Rot fällt, nicht die Un- 
möglichkeit, sondern eine, zwar äusserst geringe, aber doch durch 
einen endlichen Zahlenwert auszudrückende Wahrscheinlichkeit; 
und die Fortsetzung der Rechnung zeigt, dass bei einer hin- 
reichend grossen Anzahl von Reihen zu je 1000 Würfen das 
relativ so und so häufige Auftreten solcher Reihen, in welchen 
alle tausend Male Rot fällt, mit grösster Sicherheit erwartet 
werden darf. Auch die minimalste Wahrscheinlichkeit ist von 
der Unmöglichkeit noch fundamental unterschieden; und diese 
Kluft können wir nicht überbrücken, mögen wir die Zahlen auch 
noch so sehr anwachsen lassen. Als charakteristische Eigen- 
tümlichkeit des Wahrscheinlichkeits-Satzes bleibt es immer be- 
stehen, das er die mehr oder minder grosse Berechtigung einer 
Erwartung angiebt, dass aber jedesmal auch die Nichter- 
füllung derselben als möglich erscheint. Es gelingt also durch- 
aus nicht, den eigentümlichen Sinn der Wahrscheinlichkeits-Sätze 
in den ohne Weiteres verständlichen einer Notwendigkeit, eines 
gesetzmässigen Zusammenhanges, dadurch aufzulösen, dass wir 
die Betrachtung von dem Einzelfalle abwenden und auf das Ge- 
sammt-Ergebniss sehr vieler Fälle lenken. Wir behalten nach 
wie vor Sätze desselben specifischen Inhalts und es ist eine Ver- 
änderung von ganz untergeordneter Wichtigkeit, wenn wir es 
dahin bringen, sehr hohe, d. h. der Einheit sehr nahe kommende 
Wahrscheinlichkeits- Zahlen an die Stelle von massig grossen 
zu setzen. 

Geben wir also auch zu, was sich in manchen Fällen nicht 
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wol verkennen lässt, dass die Wahrscheinlichkeits-Sätze ein auf 
inductivem Wege erschlossenes Erfahiungs-Ergebuiss ausdrücken 
können, so müssen wir doch in Abrede stellen, dass ihr Sinn 
durch diese Einsicht schon verständlich werde. Wir können viel- 
mehr nur vermuten, dass, wie anderes inductiv gewonnenes 
Wissen einen gesetzmässigen Zusammenhang, so die Wahrschein- 
lichkeits-Sätze irgend einen anderen aus der Erfahrung erschlossenen, 
also objectiv giltigen Inhalt zum Ausdruck bringen, und zwar 
einen solchen, der unsere Erwartungen in bestimmter Weise zu 
regeln geeignet ist. Welches aber dieser Inhalt sei und wie 
derselbe für unsere Erwartungen maassgebend werde, das erscheint 
vor der Hand nicht angebbar. 

Hiermit sind wir im Wesentlichen wieder auf dem- 
selben Punkte angelangt, zu welchem uns auch die Discussion 
der logischen Deutung geführt hatte. Von der Annahme aus- 
gehend, dass ein aus der Erfahrung inductiv gewonnenes, also 
objective Verhältnisse betreffendes Wissen in den Wahrscheinlich- 
keits-Sätzen sich darstellt, finden wir, dass dasselbe jedenfalls nicht 
als die Kenntniss gewisser, einfach angebbarer gesetzmässiger Zu- 
sammenhänge aufzufassen ist, dass vielmehr ein, vorläufig noch nicht 
genau zu bezeichnender objectiver Sachverhalt als die Grundlage 
eigenartiger Erwartungs-Eegeln erscheint. Dort hatten wir von vorn 
herein die Aufstellung gleichberechtigter Annahmen, also in der 
That eine besondere Art der Erwartungsbildung als die eigent- 
liche Aufgabe der Wahrscheinlichkeits-Kechnung betrachtet, waren 
aber dann zu der Vermutung gebracht worden, dass eine solche 
Aufstellung wenigstens häufig in Anlehnung an ein bestimmtes 
Wissen von objectiver Bedeutung zu geschehen habe. 

Nachdem wir hiermit die nächstliegenden Interpretations-Ver- 
suche erschöpft haben, werden wir an die Beantwortimg der 
hier aufs Neue sich aufdrängenden Fragen gehen können, zu 
deren Aufstellung wir in der Verfolgung des Princips vom 
mangelnden Grunde gelangt waren. Es bieten sich nun hier 
für die Untersuchung zwei verschiedene Wege. Einesteils können 
wir uns die Aufgabe stellen, in rein theoretisch-logischer Weise 
die Frage zu beantworten: welche Gestaltungen des Wissens 
ergeben eine zwingend bestimmte, und der Willkür entzogene 
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Aufstellung gleichberechtigter Annahmen? Dies ist die Aufgabe, 
welcher wir uns zuerst widmen wollen. Andererseits könnten 
wir versuchen, in den objectiven Verhältnissen der Zufalls-Spiele 
diejenigen Eigentümlichkeiten zu ermitteln, welche geeignet sind, 
den herkömmlichen und allgemein für richtig gehaltenen Wahr- 
scheinlichkeits-Sätzen zur Begründung zu dienen. Auch dieser 
Weg wird einzuschlagen sein; doch wird dies erst dann mit 
Nutzen geschehen können, wenn wir durch die Beantwortung 
jener ersteren Frage hierfür einen Leitfaden gewonnen haben. 
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Oapitel II. 

Die Anfstellnng gleichberechtigter Annahmen. 

!♦ Wenn wir uns die Frage vorlegen, unter welchen Um- 
ständen für die irgend welchen Annahmen zuzuschreibenden Wahr- 
scheinlichkeits-Werte ein bestimmter und jede Willkür ausschlies- 
sender Anhalt vorhanden ist, so können wir versuchen, eine oben 
berührte Vermutung zu verfolgen und zu verallgemeinern ; bei der 
Bildung von Erwartungen mit Bezug auf das Niedergehen eines 
Meteors schiepi es naheliegend, die Wahrscheinlichkeit, dass das- 
selbe auf irgend einen Teil der Erdoberfläche auftreffe, dem 
Flächeninhalt dieses Teiles proportional zu setzen. Wir gelangen 
ohne Schwierigkeit zu dem Gedanken, dass etwas Äehnliches immer 
der Fall sein möchte, wenn unsere Annahmen einen Gegenstand be- 
treffen, für welchen, unserem Wissen gemäss, ein messbarer und 
in Teile zu zerlegender Spielraum des Verhaltens möglich 
erscheint. So würde z. B., wenn uns bekannt wäre, das specifische 
Gewicht einer Substanz sei grösser als 5,0 und kleiner als 6,0, 
der Spielraum 5,0 bis 6,0 für jenen Wert in Frage kommen; 
die einzelnen Annahmen, welche wir unter diesen Umständen 
bilden könnten, wie etwa, dass das specifische Gewicht zwischen 
5,4 und 5,5, oder dass es zwischen 5,7 und 5,8 liege, würden 
in einer unmittelbar einleuchtenden Weise dann und nur dann 
für gleichberechtigt zu halten sein, wenn die Teil-Spielräume, 
welche eine jede derselben umfasst, einander gleich sind. Wir 
können so auch durch eine Anzahl gleichwertiger Annahmen die 
Gesammtheit aller überhaupt vorliegenden Möglichkeiten er- 
schöpfen und es würde somit zunächst als streng berechtigt er- 
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scheinen, etwa der Annahme, dass der genannte Wert zwischen 
5,34 und 5,35 liege, die Wahrscheinlichkeit yi^ zuzuschreiben. 

Hier zeigt sich indessen sogleich ein wesentlicher Zusatz er- 
forderlich. Die eben versuchte Aufstellung darf nämlich jeden- 
falls nur dann als zulässig gelten, wenn unsere Kenntniss derart 
ist, dass sie zwar Werte unter 5 und über 6 positiv ausschliesst, 
aber durchaus keinen Grund enthält, innerhalb dieses Spielraumes 
von 5,0 bis 6,0 einen Wert für wahrscheinlicher als irgend einen 
anderen zu halten. Nur unter dieser Voraussetzung wird für die 
logische Berechtigung einzelner Annahmen ausschliesslich die Grösse 
der von ihnen umfassten Bereiche bestimmend sein ; wir hätten es 
dann mit einer, in keinerlei Weise durch Gründe, sondern lediglich 
durch Grössen- Verhältnisse geleiteten Abwägung von Annahmen zu 
thun. Wir wollen diese als eine freie Erwartungsbildung 
bezeichnen, und es mögen Spielräume des Verhaltens, für welche 
in der eben charakterisirten Weise keinerlei logische Bevor- 
zugung des einen vor dem anderen besteht, indifferent genannt 
werden. Es würden also, um dies auf das obige Beispiel anzuwenden, 
die Annahmen, dass das specitische Gewicht zwischen 5,34 imd 
5,35, resp. zwischen 5,68 und 5,69 läge, gleiche und indiffe- 
rente Spielräume umfassen und aus diesem Grunde gleichberech- 
tigt erscheinen. Es wird gut sein, gleich hier ein Bedenken zu 
ei-wähnen, welches sich dieser Betrachtung entgegenstellt. Woher 
soll doch, wird man fragen, eine so eigentümliche Form unseres 
Wissens rühren, dass wir anzugeben im Stande wären, ein Wert 
liege bestimmt innerhalb gewisser Grenzen, ein reales Verhalten 
sei bestimmt innerhalb eines gewissen Spielraumes beschlossen, 
alsdann aber jeder Grund fehlte, zwischen den verschiedenen 
Teilen des ganzen als möglich erscheinenden Bereiches irgend 
welchen unterschied zu machen? Wird nicht vielmehr eine un- 
genaue Kenntniss stets in der Form sich darstellen, dass uns 
ein gewisses Verhalten am wahrscheinlichsten ist, und für weiter 
und weiter davon entfernte Gestaltungen die Wahrscheinlichkeit 
immer kleiner und kleiner wird, ohne dass irgendwo eine scharfe 
Grenze oder die als Indifferenz bezeichnete völlige Gleichwertig- 
keit bestände ? — Dieses durchaus gerechtfertigte Bedenken muss 
ich nun einfach bitten, einstweilen zu unterdrücken; es wird 
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dies nicht unzulässig erscheinen, da wir ja vorläufig mit der Ent- 
Wickelung der logischen Theorie beschäftigt sind, es also noch 
dahingestellt bleiben darf, ob und unter welchen besonderen Um- 
ständen die logischen Verhältnisse, auf die wir hier geführt 
werden, sich realisiren. Doch will ich im Voraus bemerken, 
dass in der That bei den Zufalls-Spielen und auch in manchen 
anderen Gebieten die hier beregte Schwierigkeit in Folge be- 
sonderer Eigentümlichkeiten verschwindet. 

2. fndem wir einer genaueren Prüfung der soeben aufgestellten 
Vermutung uns zuwenden, bestätigen wir zunächst leicht, dass 
es im Gegensatze zu der freien Erwartungsbildung, bei welcher 

I Wahrscheinlichkeiten auf die Grössen- Beziehungen indifferenter 
Spielräume basirt werden, Verhältnisse des logischen Zu- 
sammenhanges giebt, welche, indem gewisse Dinge als sicher 
gelten, für andere eine mehr oder weniger grosse Wahrschein- 
lichkeit constittiiren, ohne dass für diese ein numerisches Maass 
existirt. In der That kann ja nur der völlig feste Zusammen- 

Jhang, welcher bei dem deductiven Schlüsse die Conclußion an 
die Prämissen knüpft, die Sicherheit dieser letzteren unverändert 
und ohne Abzug auf jene übertragen. Bei anderen logischen Ver- 
hältnissen ist dies anders. So zunächst beim Analogie-Schlüsse. 
Wenn wir einen oder mehrere Fälle von gewisser Art in einer 
bestimmten Weise haben verlaufen sehen und für einen ähnlichen 
Fall den gleichen Verlauf erwarten, so teilt diese Erwartung ja 
selbstverständlich nicht die Sicherheit derjenigen Voraussetzungen, 
aufweiche sie sich gründet; sie ist — jene als sicher angenom- 
men — immer nur mehr oder weniger wahrscheinlich. Das 
hier Statt findende logische Verhältniss hat nun gar nichts zahlen- 
mässig Darstellbares; die Wahrscheinlichkeit des früher beob- 
achteten Erfolges steigt mit der Zahl der bekannt gewordenen 
Fälle und hängt ausserdem von dem Grade und der Art 
der Aehnlichkeit ab, welche die einzelnen Fälle untereinander 
und insbesondere der gegenwärtig zu beurteilende mit den 
früheren zeigt. Für eine Aufstellung gleichwertiger An- 
nahmen aber fehlt hier jeder Anhalt. Dasselbe gilt von dem- 
jenigen logischen Verhältniss, welches wir unter dem Namen 
der partiellen Analogie besprochen haben. Bekanntlich ist 
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es eine verbreitete Meinung, dass den Analogie-Schlüssen stets 
bestimmte, einfach zu ermittelnde numerische Wahrschein- 
lichkeiten zuzuschreiben sind; da diese Ansicht auf gewissen, 
principiell nicht unwichtigen, irrtümlichen Vorstellungen be- 
ruht, so wollen wir sie hier nicht unberücksichtigt lassen^). 
Bei dem Verfahren, nach welchem in logischen Verhältnissen 
der hier uns beschäftigenden Art, und zwar vorzugsweise bei den 
partiellen Analogien, numerische Wahrscheinlichkeiten erhalten 
werden, geht man von der Voraussetzung aus, dass man jedem 
Falle der betreffenden Art eine gewisse Wahrscheinlichkeit, den 
in Frage gestellten Verlauf zu nehmen, zuschreiben dürfe, dass 
diese Wahrscheinlichkeit auf Grund der bisherigen Erfahrung 
als annähernd so und so gross ermittelt werden könne — es 
ist nicht erforderlich, hier darauf einzugehen, wie man die 
Sicherheit dieser Ermittelung selbst wieder niunerisch zu be- 
stimmen sucht — , und dass der so erhaltene Wert für die Er- 
wartung des betreffenden Erfolges in dem neuen Falle als maass- 
gebend anzusehen sei. Hier wird nun erstlich die unbewiesene An- 
nahme gemacht, dass, wenn man aus einer Anzahl irgendwie gleich- 
artiger oder ähnlicher Fälle einen allgemeinen Begriff abstrahirt, 
die Subsumtion eines neuen Falles unter diesem Begriff eine be- 
stimmte, numerisch angebbare Wahrscheinlichkeit für den be- 
treffenden Erfolg jedesmal involviren müsse. Ob aber z. B. die 
allgemeine Angabe, dass Jemand einen Typhus hat, wirklich 
eine ganz bestimmte Wahrscheinlichkeit für die Erwartung des tödt- 
lichen Ausgangs begründet, ob also der Wert, den man hier 
einfach zu bestimmen sucht, in dem ihm zugeschriebenen Sinne 
überhaupt existirt, kann jedenfalls fraglich erscheinen. Wollen 
wir dies überhaupt als richtig zugeben, so wird es doch nur in 
dem Sinne geschehen dürfen, dass der zu ermittelnde Wert die 
Wahrscheinlichkeit sei, mit welcher, um in unserem Beispiele zu 
bleiben, der tödtliche Ausgang erwartet werden darf, falls uns 
von einem Krankheits-Falle schlechterdings nichts weiter bekannt 
ist, als dass »ein Typhus-Fall** vorliegt. Diese Wahrscheinlich- 



1) Vgl. die ausführlichere Kritik dieses hier nur kurz berührten Ver- 
fahrens im Cap. VI. Nr. 5 ff. 
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keit würde aber mit derjenigen, welche bei einem einzelnen 
Falle berechtigt erscheint, keineswegs allgemein zu iden- 
tiliciren sein, da hier notwendig jedesmal noch eine Summe 
specieller, gerade auf diesen Fall bezüglicher Kenntnisse vor- 
handen ist. Wenn das in Rede stehende Verfahren diesen Um- 
stand ausser Acht lässt, so wird dabei die stillschweigende 
Voraussetzung gemacht, dass für die Erwartung des betreffenden 
Erfolges in jedem Einzelfalle ausschliesslich das von Bedeutung 
ist, worin dieser mit allen früheren Fällen übereinstimmt, dass 
jeder individuelle Fall lediglich als Beispiel der allgemeinen 
Kategorie in Betracht gezogen werden muss. Indem man nun 
diese Vorstellung adoptirt, wird, wie man sieht, der Analogie- 
Schluss nicht sowol in seinem logischen Werte zahlenmässig be- 
stimmt, als vielmehr gänzlich bei Seite geschoben und durch 
eine ganz andere Auffassung des logischen Verhältnisses ersetzt. 
Es erscheint nämlich die Beurteilung eines neuen Falles jetzt 
so, dass eine Angabe von realer Bedeutung, dass er nämlich 
einer gewissen Kategorie angehöre, mit Sicherheit über ihn gemacht 
werden kann, und dass dieser Sachverhalt nach einer aus der 
bisherigen Erfahrung erschlossenen allgemeinen Regel eine be- 
stimmte Erwartung begründe. Hierbei liegt in der That ein 
Analogie-Schluss nicht mehr vor; ein solcher ist natürlich ausge- 
schlossen, sobald vorausgesetzt werden darf, dass den sämmtlichen 
Fällen durchaus gleichartig eine für die Erwartung jenes Erfolges 
allein maassgebende Bestimmung zukomme. Dass auch dies 
vorkommt und wie wir uns dann den Inhalt einer solchen all- 
gemeinen Erwartungs-Regel zu denken haben, werden wir später 
sehen. Es kann aber keinem Zweifel unterliegen, dass diese 
Auffassung der Art und Weise, wie wir unsere Erwartungen 
nach der bisherigen Erfahrung zu regeln haben, keineswegs all- 
gemein zutrifft. Wir können die Analogie in dem hier tixirten 
Sinne aus der Logik unseres Erfahrungs- Wissens nicht ausmerzen, 
weil fast immer die einzelnen, unter -einen gemeinsamen Begriff 
zu subsumirenden Fälle derart unterschieden sind, dass für die 
Erwartung dieses oder jenes Verlaufes eine ganze Anzahl indi- 
vidueller Eigentümlichkeiten jedesmal wesentlich erscheint. So 
lange wir also darauf angewiesen sind, unsere Erwartungen nicht 



Digitized by 



Google 



_ 29 — 

bloss nach allgemeinen Regeln zu bestimmen, welche an die im 
Einzelfalle sicher realisirten Bedingungen anknüpfen, sondern sie 
in einer gar nicht weiter analysirbaren Weise nach der bisherigen 
Erfahrung über ähnliche Fälle zu reguliren, so lange sind wir 
gezwungen, mit dem logischen Verhältniss der Analogie zu 
rechnen. Und dies durfte wol ganz ausserordentlich häufig 
Statt finden ; denn zumeist liegen ja die Verhältnisse so, dass 
die vielen Fälle, über welche eine Erfahrung vorliegt, eine ganze 
Anzahl uns bekannter Unterschiede aufweisen; die Verschieden- 
heiten des Erfolges stehen zu diesen nicht ganz ausser Beziehung, 
sondern es trifft diese Eigentümlichkeit mit dem einen, jene mit 
einem anderen Verlauf häufiger zusammen; der neue Fall ist 
ebenfalls zwar im Allgemeinen gleichartig, nähert sich aber in 
manchen Beziehungen mehr diesen, in anderen mehr jenen Fällen; 
nirgend aber, weder im Ganzen noch in einzelnen Teilen, be- 
steht eine volle genaue üebereinstimmung, sondern überall nur 
grössere oder geringere Aehnlichkeit. Alle diese zahlreichen, 
einer scharfen Bestimmung sich durchaus entziehenden Momente 
sind bei der Erwartung dieses oder jenes Verlaufes zu berück- 
sichtigen. Dass unter diesen Umständen eine zahlenmässige Be- 
stimmung des logischen Verhältnisses nicht existirt, wird, nach 
Beseitigung der vorhin besprochenen irrtümlichen Auffassung, 
wol allgemein zugegeben werden. Wir können Aehnlichkeiten 
nicht durch Zählung von übereinstimmenden und nicht überein- 
stimmenden Momenten charakterisiren ; und selbst, wenn man 
vor der Annahme dieser Möglichkeit nicht zurückschreckte, so 
würde es doch unerfindlich bleiben, in welcher Weise aus 
der Zahl und dem Aehnlichkeitsgrade früherer Fälle ein 
bestimmtes Maass der Erwartungen für den gegenwärtigen her- 
zuleiten sei. 

Ganz dasselbe, wie für die Analogie, gilt nun auch für das 
logische Verhältniss, welches bei dem In ductions verfahren 
Statt findet ; hierunter soll ein solches verstanden sein, bei dem wir 
aus einem mehr oder weniger ausgedehnten Erfahruugs- Wissen 
Sätze allgemeinen Inhaltes ableiten. Insbesondere wenn ein 
solcher Satz sehr mannigfaltige Consequenzen besitzt, sehr 
vielfach Anwendung findet, also auch durch sehr verschiedenartige 
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Erfahrungs-Resultate begründet werden kann, wird nicht in Ab- 
rede zu stellen sein, dass ein numerisches Maass dieser Begrün- 
dung oder erfahrungsmässigen Bestätigung nicht existirt. Für 
die Sicherheit etwa des Trägheitsgesetzes oder des Princips 
der Erhaltung der Energie eine zahlenmässige Angabe zu 
suchen, wäre ein ganz illusorisches Unterfangen; und mit 
anderen, minder gesicherten Theoremen dieses oder anderer Ge- 
biete verhält es sich ganz ebenso. Für jeden derartigen Satz 
werden Umfang und Genauigkeit seiner empirischen Bewähnmg, 
Reichtum und Fruchtbarkeit seiner Anwendungen, nicht minder 
die ihm etwa entgegenstehenden , durch neue Annahmen zu 
beseitigenden Bedenken , eine Reihe von Momenten darstellen, 
welche sich jeder zahlenmässigen Bestimmung principiell ent- 
ziehen. 

Wir dürfen also wol, ohne hierauf noch ausführlicher ein- 
zugehen , behaupten , dass auch das logische Verhältniss , in 
welchem der allgemeine Satz zu den ihn begründenden oder 
ihn bestätigenden einzelnen Thatsachen steht, ein solches ist, 
welches für den ersteren eine mehr oder weniger grosse Wahr- 
scheinlichkeit ergiebt, aber keine numerische Charakterisinmg 
zulässt. 

3. Wenn nun die Verhältnisse des logischen Zusammenhanges 
die numerische Bestimmung des ihnen eigentümlichen Wahr- 
scheinlichkeits-Wertes in der That ausschiiessen, so kann es, 
wie man sieht, nur die freie, die durch keine Gründe be- 
stimmte, Erwartungsbildung sein, welche als zahlenmässig an- 
gebbare Wahrscheinlichkeit sich darstellt. Mit dieser haben 
wir uns nunmehr noch eingehender zu beschäftigen. Auch wo 
eine freie Erwartungsbildung Statt zu finden hat und der für 
dieselbe vorliegende Spielraimfi ein messbarer ist, stösst die 
Aufstellung der gleichwertigen Annahmen sehr häufig noch auf 
Schwierigkeiten. Schon die genauere Betrachtung des vorher 
besprochenen Beispiels, in welchem es sich um die specifischen 
Gewichte einer Substanz handelte, zwingt uns, hinsichtlich der 
Messbarkeit der Spielräume noch speciellere Voraussetzungen zu 
machen. Wir wollen das specifische Gewicht mit o bezeichnen 
und setzen also, dem Früheren entsprechend, die Wahrschein- 
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lichkeit, dass der Wert desselben innerhalb eines kleinen Be- 
reiches doi, liege dieser Grösse doi proportional. Nun ist 
das specifische Gewicht das Gewicht der Volumen-Einheit der be- 
treffenden Substanz; an Stelle desselben können wir auch das 
Volumen der Gewichts -'Einheit, das specifische Volumen in 
Betracht ziehen; dasselbe heisse (o. Die Annahme, dass der 
wahre Wert von a in dem kleinen Bereiche doi liege , ist 
identisch mit der, dass der Wert von <o in einem bestimmten kleinen 
Bereiche dcoi liege, und wäre also, dem gleichen Principe gemäss, 
auch dem Werte dcoi proportional zu setzen. Nun sind aber o und co 
reciproke Werte und die einander correspondirenden Elemente 
des einen und des anderen stehen keineswegs in constantem 
Verhältniss. So würde z. B. die Wahrscheinlichkeit, dass ein 
specifisches Gewicht zwischen 1,0 und 2,0 resp. 10,0 und 11,0 
läge, bei dieser an die Werte o anknüpfenden Betrachtungs- 
weise gleich erscheinen; für die Werte co dagegen würde der 
Bereich 1,0 bis 0,5 der ersteren, 0,1 bis 0,09 der anderen 
Annahme entsprechen, und es erschiene hiemach die erstere etwa 
50 Mal so wahrscheinlich als die zweite. 

Der Wahrscheinlichkeits- Ansatz ist also unbestimmt. Beispiele 
ähnlicher Art Hessen sich leicht häufen; bezüglich der Verhält- 
nisse eines Pendels würde die gleiche Unsicherheit bestehn, da 
beliebig Länge, Schwingungs-Dauer, oder Schwingungs-Frequenz 
in Betracht gezogen werden kann. 

Auf etwas wesentlich Neues kann uns die Betrachtung 
andersartiger Verhältnisse führen. Wenn bekannt ist, dass ein 
Gefäss tausend, teils schwarze teils weisse Kugeln enthält, dar- 
über aber keine Kenntniss vorliegt, wie viele der Kugeln schwarz 
und wie viele weiss sind, so besteht der allgemein gebräuch- 
liche Wahrscheinlichkeits-Ansatz darin, es als gleich wahrschein- 
lich 2u erachten, dass gar keine, eine, zwei, drei etc. der Kugeln 
schwarz und entsprechend jedesmal die übrigen weiss seien. Dies 
scheint sehr einleuchtend und ein einfaches Beispiel freier Erwartungs- 
bildung mit messbarem Spielraum. Betrachten wir indessen das fol- 
gende Beispiel, welches eine Anwendung des gleichen Verfahrens zu- 
lässt. Es liegen 2 Spielkarten auf dem Tische; wir decken die eine auf 
und finden sie schwarz ; wie verhält sich nunmehr die Wahrschein- 
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lichkeit, dass die andere Karte schwarz resp. rot sei? Der unbefangene 
Leser wird, wie ich glaube, sagen, dass die Karte ebensowol rot wie 
schwarz sein könne, dass also die Wahrscheinlichkeit beider An- 
nahmen gleich, mit dem Werte ^ anzusetzen sei. Wir finden aber 
z. B. bei Poisson, welcher diesen Fall behandelt, dass die Wahrschein- 
lichkeit, nochmals schwarz aufzuschlagen, y, rot aufzuschlagen 
dagegen nur j Ist^). Dies gründet sich in einer später zu be- 
sprechenden Weise 2) auf den obigen Wahrscheinlichkeits-Ansatz; 
in der That steht derselbe mit derjenigen Annahme, welche uns 
soeben als die nächstliegende erschien, dass sowol die erste als 
auch die zweite Karte rot ebensowol wie schwarz sein könne, 
in einem leicht nachweisbaren Widerspruch. Denn ihm zufolge 
hätten wir von vorn herein die Wahrscheinlichkeit ^ dafür , dass 
beide Karten schwarz, ^ dafür, dass eine schwarz und die andere rot, 
y dafür, dass beide rot seien. Jener anderen Betrachtungsweise fol- 
gend, finden wir dagegen, dass von vorn herein die Wahrscheinlich- 
keit Y dafür anzunehmen ist, dass beide schwarz, ebenso -^ dafür, dass 
beide rot seien, y dagegen dafür, dass eine schwarz und die andere 
rot sei, da dieser letztere Fall 2 Möglichkeiten umfasst, nämlich 
die, dass die erste rot und die zweite schwarz wäre, und die 
des umgekehrten Verhaltens. 

Ist es nun richtig, zu sagen, dass jede Karte ebensowol rot 
wie schwarz sein könne, oder, dass unter zwei Karten mit 
gleicher Wahrscheinlichkeit keine, eine, oder zwei schwarze an- 
zunehmen seien? Vor dies Dilemma gestellt werden wir wol 
zugeben müssen, dass das eine so richtig ist me das andere : die 
Wahrscheinlichkeits-Ansetzung ist durchaus willkürlich. Hier 
läge eine ähnliche Schwierigkeit vor, wie vorhin bezüglich des spe- 
cifischen Gewichts ; wir können nun aber hier noch weiter gehen. 
Es wird nämlich zu überlegen sein, wie denn der gegenwärtig in 
Frage gestellte Sachverhalt entstanden gedacht werden kann. 
Demgemäss bietet sich zunächst etwa die Frage, ob beide Karten 
einem und demselben oder verschiedenen Spielen entnommen wurden; 



1) Dieses Beispiel, welches die Willkürlichkeit des tihlichen Verfahrens 
ganz besonders deutlich zeigt, wird von Poisson ohne Bedenken zur Erläuterung 
desselben benutzt. (Recherches sur la probabilit^ des jugements p. 96). 

2) Unter Heranziehung des sogenannten Bayes'schen Princips. 
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für diese beiden Annahmen wird die Angabe zahlenmässiger Wahr- 
scheinlichkeiten schon kaum mehr denkbar erscheinen ; doch liegt 
hier erst der bescheidene Anfang einer ins Unbegrenzte zu stei- 
gernden Menge von Möglichkeiten vor. Legen wir die erstere zu 
Grunde, so würde sich, unter der weiteren Voraussetzung, dass 
die beiden Karten nicht in absichtlicher Weise ausgewählt, sondern 
beliebig gezogen wurden, allerdings eine numerische Wahrschein- 
lichkeit für jeden der in Frage gestellten Fälle ergeben, aber 
eine verschiedene, je nachdem das betreffende Spiel ein Whistspiel 
von 52 Karten oder ein Piquetspiel zu 32 war. Wir werden 
demgemäss zu den weiteren Fragen gedrängt: welche Wahr- 
scheinlichkeit ist dafür anzusetzen, dass unsere Karten der einen 
oder der anderen Art von Karten-Spielen angehörten, welche 
Wahrscheinlichkeit dafür, dass sie in zufälliger Weise, welche 
dafar, dass sie mit einer absichtlichen Auswahl entnommen 
wurden? Fangen wir an, in dieser Weise der Sache auf den 
Gnmd zu gehen, so sehen wir leicht, dass es ganz unmöglich 
ist, die Gesammtheit aller sich darbietenden Annahmen vollständig, 
jede mit einem bestimmten Wahrscheinlichkeits-Werte aufzufahren 
und so ein definitives Resultat herauszubringen; und es wird 
kein Zweifel bestehen können, dass von den beiden Wahrschein- 
lichkeits-Ansätzen, welche sich zu Anfang darzubieten schienen, 
weder der eine noch der andere als „richtig* angesehen werden 
kann, dass hier vielmehr ein Fall vorliegt, welcher bestimmte 
numerische Wahrscheinlichkeiten gar nicht ergiebt. Kommen 
wir nunmehr auf das Beispiel eines Gefässes, welches mit teils 
schwarzen teils weissen Kugeln gefüllt ist, nochmals zurück. 
Auch hier erscheint zunächst die Vorstellung, dass jede einzelne 
Kugel ebensowol schwarz wie weiss sein könne, im Allgemeinen 
ebenso berechtigt, wie die oben erwähnte; nach dieser letzteren 
sollte die Annahme, dass irgend eine beliebige Zahl der Kugeln 
schwarz und die anderen weiss seien, einen bestimmten, für 
jede hier gewählte Zahl gleichen Wahrscheinlichkeits-Wert haben; 
nach der ersteren würde mit überwiegender Wahrscheinlichkeit 
zu erwarten sein, dass annähernd gleich viele schwarze und weisse 
Kugeln vorhanden sind. Auch hier aber führen weitere üeber- 
legungen zu noch ganz anderen Ansätzen. 

TonKriei, Wahriolieinliclikeits-Beoliniing. 3 



Digitized by 



Google 



— 34 — 

Wir könnten recht wol auch sagen, dass die Füllung des Ge- 
fässes mit Kugeln bloss einer Sorte, und anderseits eine zufallige 
Durcheinandermischung beider Sorten am ehesten anzunehmen sei; 
es würde danach, wenn tausend Kugeln vorhanden sind, den An- 
nahmen, dass tausend, dass fünfhundert oder dass gar keine 
schwarz sei, grössere Wahrscheinlichkeit zugeschrieben werden 
müssen, als etwa der, dass 873 schwarz seien. Der Versuch 
einer vollständigen Zergliederung aller Möglichkeiten würde sich 
in ein endloses Labyrinth verlieren und notwendig resultatlos 
bleiben. 

Wir entnehmen nun den erörterten Beispielen leicht die 
weiteren Bedingungen, welche bei der freien Erwartungsbildung 
noch erfüllt sein müssen, damit numerische Wahrscheinlichkeiten 
resultiren. Wenn eine Fragestellung auch auf den ersten Blick 
eine Anzahl gleichwertiger Annahmen zu liefern scheint, so wird 
die Bedeutung dieser Zergliederung doch wieder in Frage gestellt 
werden, wenn die ins Auge gefassten Verhaltungsweisen als die 
notwendigen Ergebnisse irgend welcher anderen anzusehen sind. 
Denn sobald dies der Fall ist, stellen sich auch die zunächst 
etwa für gleichwertig gehaltenen Annahmen als die Consequenzen 
anderer Annahmen dar, welche vielleicht nicht mehr gleich- 
berechtigt erscheinen, sondern zu ganz anderen Wahrscheinlich- 
keits-Ansätzen veranlassen. Es versteht sich in der That von 
selbst, dass wir zwei Möglichkeiten nur dann als wirklich gleich- 
wertig ansehen dürfen, wenn diese Gleichwertigkeit in dem- 
selben Sinne auch für diejenigen Verhältnisse besteht, von 
welchen wir jene Möglichkeiten abhängig denken müssen. So 
bald daher irgend welche reale Thatbestände ins Auge gefasst 
werden, ist es eine unmittelbar einleuchtende Forderung, nicht 
bei dem stehen zu bleiben, was gerade Ausgangspunkt der Frage- 
stellung ist, sondern auf die bedingenden Umstände zu recurriren : 
die Wahrscheinlichkeit eines gegenwärtigen oder zukünftigen Zu- 
standes muss beurteilt werden nach der Wahrscheinlichkeit der- 
jenigen früheren Verhaltungsweisen, welche geeignet sind, ihn 
herbeizufähren. Wenn nun, wie es in der Eegel der Fall ist, 
auch die Gesetze, nach denen innerhalb des betreffenden Gebietes 
die Vorgänge ablaufen, die Zustände sich verändern, nicht genau 
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bekannt sind, so gliedert sich die Betrachtung in Vermutungen 
über die Beschaffenheit dieser Gesetze und in Vermutungen über 
das thatsächliche Verhalten ; wenn überdies eine Zurückverfolgung 
des letzteren zu immer früheren und früheren Stadien der Vor- 
bedingungen erforderlich ist, so erreicht die durchaus gebotene 
Zergliederung der Möglichkeiten eine Complication, welche es 
allgemein fraglich erscheinen lässt, ob ein bestimmtes Ziel unter 
irgend welchen Umständen erreicht werden kann. 

Nichtsdestoweniger werden wir von der Strenge dieser logischen 
Forderung nicht abgehen können. Dieselbe kann etwa dahin 
formulirt werden, dass Spielräume, nach welchen die Erwartungs- 
bildung sich richtet, nicht mehr auf andere reducirbar, dass sie, 
wie wir kurz sagen wollen, ursprüngliche sind. In einer 
besonders einfachen Weise geschieht dieser Forderung Genüge, 
wenn der Wahrscheinlichkeits-Betrachtung solche Dinge unter- 
zogen werden, die wir Veranlassung haben, als unveränderliche 
Natur-Constanten anzusehen. Dieser Fall dürfte z. B. vorliegen, 
wenn wir, wie in dem vorhin herangezogenen Beispiel, nach dem 
specifischen Gewicht einer Substanz fragen. Doch werden wir 
alsbald sehen, dass dies keineswegs der wichtigste Modus ur- 
sprünglicher Spielräume ist. 

Eine zweite Bedingung stellt sich lediglich als eine etwas 
genauere Präcisirung des Begriffs der Mess barkeit dar. Wenn 
verschiedene reale Grössen derart zusammenhängen (specifisches 
Gewicht und specifisches Volumen, Pendel-Länge und Schwingungs- 
Dauer etc.), dass ihre einander correspondirenden Wert- Bereiche 
einen und denselben Spielraum thatsächlichen Verhaltens darstellen, 
80 ist dieser zwar messbar, aber auf verschiedene Weise. Er 
fuhrt alsdann nicht ohne Weiteres zu der Aufstellung gleich- 
berechtigter Annahmen, weil sich je nach der Art der Messung 
zwischen den einzelnen Teilen desselben ganz verschiedene Grössen- 
Beziehungen ergeben können. Es existirt für die Teile eines 
solchen Spielraums keine eindeutig und zwingend bestimmte 
Qrössen-Vergleichbarkeit. Die Willkürlichkeit in der Vergleichung 
disparater Stücke eines grösseren Bereichs dürfte in vielen Fällen 
unmittelbar einleuchten. Stellten wir z. B. Erwägungen über die 
Temperatur der Sonne an, so würde, wenn uns dieselbe in sehr 

3* 
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weiten Grenzen unbekannt ist, der Spielraum zwischen 5000 und 
6000 Grad demjenigen zwischen 500 000 und 600 000 nicht wol 
vergleichbar erscheinen ; und es würde, auch wenn die Temperatur 
als eine von Ewigkeit her unveränderte zu denken wäre, doch 
ein bestimmtes Wahrscheinlichkeits-Verhältniss der beiden An- 
nahmen nicht angebbar sein ; in der That würden für jene beiden 
Spielräume bei verschiedener Art der Messung sehr verschiedene 
Grössen-Beziehungen erhalten werden. Demgemäss ist es erfor- 
derlich, unsere frühere Formulirung dahin zu ändern, dass 
als Bedingung der numerischen Wahrscheinlichkeit nicht die 
Messbarkeit eines Spielraumes, sondern dieYergleichbarkeit 
der von den verschiedenen Annahmen umfassten Bereiche hinge- 
stellt würde. 

Als Gesammt-Ergebniss der logischen Untersuchung erhalten 
wir somit den Satz, dass Annahmen in einem zahlenmässig an- 
gebbaren Wahrscheinlichkeits-Verhältniss stehen, wenn sie in- 
differente und ihrer Grösse nach vergleichbare 
ursprüngliche Spielräume umfassen, und dass be- 
stimmte Wahrscheinlichkeits-Werte sich daher da er- 
geben, wo die Gesammtheit aller Möglichkeiten durch 
eine Anzahl solcher Annahmen erschöpft werden kann. 

Für die so gewonnene Auffassung ist es vor Allem charak- 
teristisch, dass die zahlenmässige Darstellbarkeit als eine nur 
einer ganz bestimmten Art von Wahrscheinlichkeiten zukommende 
Eigentümlichkeit angesehen wird; unsere Untersuchung hat, indem 
sie uns diese besondere Art der Wahrscheinlichkeit kennen und 
unterscheiden lehrte, streng genommen Mehr und Wichtigeres 
ergeben, als die Beantwortung der Frage, von der wir ausgingen. 
Wir finden, dass unter Umständen die Wahrscheinlichkeiten 
verschiedener Annahmen wesentlich nach den Spielräumen, welche 
jede derselben umfasst, oder, wie man auch wol sagen darf, nach 
ihrem Umfange, nach ihrer Allgemeinheit zu bemessen sind. Wir 
können dies Ergebniss in der Form eines Wahrscheinlichkeits- 
Princips ausdrücken und zunächst etwa sagen, dass gleich wahr- 
scheinlich zwei Annahmen sind, wenn sie gleiche indifferente 
ursprüngliche Spielräume umfassen. Die Wichtigkeit des Prin- 
cips wird aber deutlicher, wenn wir hervorheben, dass solchen An- 
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nahmen, welche von einem ganzen in Frage kommenden Spiel- 
raum einen überwiegend grossen Teil umfassen, ein sehr hoher 
Grad von Wahrscheinlichkeit zukommt, da bei dieser Formulirung 
die unter Umständen ausserordentlich grosse Sicherheit der auf 
das Princip zu gründenden Erwartungen bemerklich gemacht 
wird. Dieses Princip der Spielräume ist nun, wie gleich 
hier bemerkt werden mag, von einer sehr allgemeinen Bedeutung, 
welche über die der Wahrscheinlichkeits-Rechnung erheblich hinaus- 
geht; dieser Funkt soll, soweit es hier zulässig ist, im 7. Capitel 
kurz berührt werden. Was unsern eigentlichen Gegenstand, die 
numerische Wahrscheinlichkeit, anlangt, so sind wir mit der 
Aufstellung des Princips der Spielräume unserem Ziel jedenfalls 
einen wesentlichen Schritt näher gekommen, aber es schon erreicht 
zu haben, können wir nicht behaupten. Denn erstlich gehören zu 
der Wahrscheinlichkeits-Theorie ausser dem Begriff der gleich 
möglichen Fälle noch eine ganze Anzahl anderer Vorstellungen, 
deren Untersuchung und Aufklärung geboten erscheint. Vor 
Allem aber wird es wünschenswert sein, festzustellen, welchen 
realen Verhältnissen gegenüber numerische Wahrscheinlichkeiten 
sich ergeben, insbesondere, ob wir uns nicht etwa in blossen 
Fictionen bewegt haben, welche eine Anwendung überhaupt nicht 
finden. Erst der Einblick in die besonderen Umstände, unter 
welchen sich das geschilderte logische Verhalten wirklich her- 
stellt, wird uns über die numerische Wahrscheinlichkeit voll- 
ständig und in einer weit befriedigenderen Weise aufklären, als 
die obige abstracto Formulirung es vermag. 

Für eine derartige Untersuchung bietet nun die logische 
Theorie zunächst keinen Angriffspunkt. Dagegen scheint von 
vorn herein die Vermutung gerechtfertigt, dass zum Wenigsten 
in dem eigentlichen Haupt -Gebiet der Wahrscheinlichkeits- 
Bechnung, nämlich bei den Zufalls-Spielen, die Anwendung der- 
selben auch der strengen Forderung der Theorie gegenüber sich 
als gerechtfertigt erweisen werde. Hiernach lässt sich hoffen, 
dass die vorhin schon in Aussicht genommene Untersuchung 
über die objectiven Verhältnisse der Zufalls -Spiele uns den 
hier gewünschten weiteren Aufschluss wird verschaffen können. 
Indessen ist es zweckmässig, dieser Untersuchung die Be- 
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sprechung einiger besonders einfacher Fälle anderer Art voraus- 
zuschicken. 

4. Nehmen wir zunächst zwei Reihen von Vorgängen an, 
von welchen bekannt sei, dass sie in keinerlei Weise aufeinander 
einwirken, dass auch Nichts existirt, was gemeinsam dem Wirkungs- 
Bereiche der einen und der anderen angehörte, kurz, dass jede, 
von der anderen ganz unabhängig, far sich abläuft. Die eine 
derselben möge eine beständige Abwechselung zweier Zustände 
a und b aufweisen, derart, dass immer entweder a oder b, aber 
niemals beides gleichzeitig. Statt findet ; wir könnten z. B. mit 
a bezeichnen, dass der Barometerstand 760 Millimeter oder mehr 
beträgt, mit b, dass er niedriger als 760 Millimeter ist. Die 
andere Vorgangsreihe enthalte ein nur einmal eintretendes und 
ganz kurz dauerndes Ereigniss, a. Wenn wir nun zunächst 
wussten, dass a und b regelmässig mit einander abwechselten 
und immer gleich lange dauerten, so würden wir, falls über die 
zeitlichen Beziehungen der beiden Vorgangs -Eeihen gar Nichts 
bekannt ist, uns berechtigt halten, zu sagen, das Ereigniss a 
könne ebensowol mit a als mit b zeitlich zusammenfallen. Wenn 
anderseits bekannt wäre, dass a immer tausendmal so lange 
dauerte als b, so würden wir das Zusammentreffen des Ereig- 
nisses a mit a für viel wahrscheinlicher halten als mit b, und 
für die hier berechtigte Erwartung wird das Verhältniss der 
zeitlichen Ausdehnungen von a und b ohne Weiteres als maass- 
gebend betrachtet werden dürfen. Wollten wir die Art und 
Weise, wie hier gleichberechtigte Annahmen aufgestellt werden, 
allgemein formuliren, so wäre zu sagen : Gleich möglich erscheint 
das zeitliche Zusammentreffen eines bestimmten Punktes einer 
Vorgangs-Reihe mit gleich grossen Zeitabschnitten einer anderen 
Vorgangs-Reihe, wenn über die zeitlichen Beziehungen der beiden 
Reihen Nichts bekannt ist, dagegen als sicher angenommen 
werden darf, dass die beiden Reihen in dem oben genauer prä- 
cisirten Sinne von einander unabhängig sind. 

Wir haben nun hier ein sehr einfaches Beispiel freier Er- 
wartungsbildung, für welche vergleichbare und, wie sofort 
ersichtlich, auch ursprüngliche Spielräume bestehen. Denn die 
zeitliche Beziehung zweier ganz unabhängiger Vorgangsreihen 
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ist in der That etwas in dem obigen Sinne »Ursprüngliches*. 
Indem wir uns die eine gegen die andere zeitlich verschoben 
denken, stellen wir uns die Goincidenz-Beziehungen aller Teile 
gleichmässig variirt vor und es ist daher ganz gleichgiltig, ob 
wir unser Augenmerk auf diesen oder jenen Teil einer jeden 
ßeihe, auf das Ereigniss a oder auf seine Vorbedingungen richten. 
Das zeitliche Verhältniss der beiden Beihen ist etwas thatsächlich 
80 oder so Vorhandenes und es lässt eine erklärende Zurück- 
fuhrung auf irgend etwas anderes in keiner Weise zu. 

Fände dagegen ein ursächlicher Zusammenhang irgend welcher 
Art zwischen den beiden Reihen Statt, so würde die Coincidenz 
des Ereignisses a mit a oder b auf irgend welche, nicht ohne 
Weiteres angebbare Verschiedenheiten früherer hierfür maass- 
gebender Umstände zurückzuführen sein. Der Wahrscheinlichkeits- 
Ansatz verlöre seine Berechtigung, da die zu vergleichenden Spiel- 
räume nicht als ursprüngliche angesehen werden dürften. So 
wird man in der That z. B. die Wahrscheinlichkeit, in einer 
Tages- oder Nachtstunde zu sterben, nicht ohne Weiteres gleich 
setzen dürfen, weil die physiologischen Zustände in einem ge- 
wissen Zusammenhange mit dem Wechsel der Tageszeiten stehen. 

5. Das soeben skizzirte Beispiel erweist sich nun in mehr- 
facher Beziehung als blosse Fiction. So wird es vor Allem wol 
niemals vorkommen, dass zwei Vorgangs-ßeihen ohne jeden 
ursächlichen Zusammenhang, von einander völlig unabhängig, 
ablaufen; vielmehr lässt sich behaupten, dass ein, wenn auch 
noch so entfernter und vermittelter Zusammenhang zwischen 
allen Ereignissen Statt findet. 

Wir gewinnen nun eine neue, der soeben kennen gelernten 
einigermaassen ähnliche, aber für die weitere Untersuchung 
viel belangreichere und fruchtbarere Art der Wahrscheinlichkeits- 
Betrachtung, wenn wir zum Ausgangspunkt derselben die Frage 
wählen, wie sich in einem bestimmten Zeitpunkte 
irgend welche Dinge thatsächlich verhalten, wobei also von den 
Veränderungen derselben, von allem Geschehen zunächst ganz ab- 
zusehen wäre. 

Auch hier werden wir uns noch vorläufig in fingirten Bei- 
spielen zu bewegen haben ; und zwar wollen wir die Betrachtung 
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auf ganz einfache, nämlich rein mechanische Verhältnisse, auf ein 
System im Baume verteilter materieller Punkte beschränken. 
Wir denken uns also die Frage aufgeworfen, in welchem Zu- 
stande sich voraussichtlich in einem gegebenen Zeitpunkte ein 
derartiges System befinde, und wir würden zu untersuchen haben, 
ob und wie dieser Frage gegenüber eine Anzahl gleichberechtigter 
Annahmen sich aufstellen lasse. Um diesen Fall dem Prineip 
der Spielräume gemäss zu gestalten, wäre weiter anzunehmen, 
dass eine die Gesammtheit aller überhaupt in Frage kommenden 
Verhaltungsweisen umgrenzende Kenntniss vorhanden wäre, 
welche also einen bestimmten Spielraum des Verhaltens als mög- 
lich erscheinen liesse, innerhalb dieses aber keinen Anhalt ge- 
währte, eine Gestaltung mehr als irgend eine andere zu erwarten. 
Unter diesen Umständen werden nun ganz ähnliche Betrach- 
tungen anzustellen sein, wie sie vorhin bezüglich der zeitlichen 
Coincidenzen sich ergaben. Der einfachste Fall dieser Art be- 
stände etwa darin, dass bezüglich eines materiellen Punktes 
bekannt wäre, er beende sich innerhalb eines gewissen Baumes 
V, darüber aber jede Kenntniss fehlte, an welcher Stelle des- 
selben. Alsdann werden zwei Annahmen, dass er in diesem 
beziehungsweise jenem Teile von V sich befinde, dann und nur 
dann als gleichberechtigt anzusehen sein, wenn die beiden Teile 
von gleicher Grösse sind. Wir können auch sagen, die Wahr- 
scheinlichkeit, dass der Punkt sich in einem gewissen Teile, v, des 
ganzen Baumes V befinde, werde gemessen durch den Bruch y- 
Etwas Aehnliches wie für den Ort gilt fnr die Bichtung 
der Bewegung, in welcher der materielle Punkt in dem be- 
trachteten Moment begriffen ist : nur ist es mit Bezug auf diese, 
wegen des ohnehin begrenzten Wertes, welchen die Gesammtheit 
aller möglichen Bichtungen hat, nicht erforderlich, eine ein- 
schränkende Kenntniss vorauszusetzen. Für die Erwartung, dass 
die Bichtung der Bewegung innerhalb eines gewissen körperlichen 
Winkels (o gelegen sei, wäre massgebend das Verhältniss dieser 
Grösse zu dem ganzen in Frage kommenden körperlichen Winkel, 
Q, also der Bruch ^; an die Stelle von ö träte hier, wenn gar 
kein einschränkendes Wissen vorläge, der Gesammtwert aller über- 
haupt denkbaren Bichtungen, der Wert in. 
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Qleicbermaassen möge nun auch bezüglich des Zustandes eines 
aus sehr vielen materiellen Punkten zusammengesetzten Systems 
eine in der Weise unvollständige Kenntniss vorliegen, dass für 
alle in Betracht kommenden räumlichen Bestimmungen, nämlich 
für die Orte und Bewegungs- Richtungen aller Punkte, in dem 
obigen Sinne bestimmte Spielräume angebbar wären. Die Ge- 
sanmitheit aller Zustände des Systems, welche unter diesen Um- 
ständen uns möglich erscheinen würden, wäre dadurch bestimmt, 
dass die Verschiedenheiten des Verhaltens in allen Beziehungen 
ganz beliebig unter einander combinirt werden könnten: wenn 
z. B. für den Ort eines materiellen Punkts zwei Raumstücke Vi 
und Vs, far den Ort eines andern zwei Eaumstücke Wi und W« 
möglich erschienen, so resultirten im Oanzen die Möglichkeiten, 
dass sich befände 

1) der erste in Vi, der zweite in Wi. 

2) « « V,, , , Wi. 

3) . , Vk , , Ws. 

4) . . V«, , , W«. 

Ebenso sind die Verschiedenheiten der Orte und der Be- 
wegungs-Bichtungen der sämmtlichen materiellen Punkte beliebig 
combinirbar. Wir wollen nun weiter voraussetzen, dass auch 
diese Combinationen insofern alle als gleichberechtigt erscheinen, 
als unser Wissen keinen Grund enthält, eine für weniger wahr- 
scheinlich zu halten als eine andere. Die Gesammtheit djer ge- 
nannten räumlichen Bestimmungen des Systems wollen wir kurz 
seine Gonfiguration nennen, und die Gesammtheit aller Con- 
figurationen, welche die ünvollständigkeit unserer Kenntniss als 
möglich erscheinen lässt, wird als ein Configurations-Spiel- 
raum zu bezeichnen sein. Es ist nun ohne Schwierigkeit nach- 
weisbar, dass ein solcher Configurations-Spielraum, gerade wie 
der für den Ort eines einzelnen materiellen Punktes geltende 
Spielraum, in Teile zerlegt werden kann, die sich in ganz be- 
stinunter Weise als gleichwertig darstellen, und dass für unsere 
Erwartung darüber, wie sich das System factisch verhalte, auf 
diese Weise eine Anzahl gleichberechtigter Annahmen resultirt. 
Um dies deutlich zu machen, bezeichnen wir mit Sj, S,, Sg — 
die Spielräume der einzelnen räumlichen Bestimmungen. Wir 
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denken uns den ersten derselben, S, , in eine sehr grosse Anzahl 
gleicher Teilchen zerlegt; diese sollen dSi heissen und ihre Zahl 
sei ni. Ebenso zerlegen wir S, in n, gleicheTeilchen dSjU. s.w. 
Es stellt nun ein Configurations-Spielraum, welcher so definirt 
ist, dass die erste jener Bestimmungen auf ein gewisses 
Stückchen dS, eingeschränkt ist, die zweite auf ein gewisses 
Stückchen dSj, die dritte auf ein gewisses Stückchen dSgU. s.w., 
einen kleinen Teil, ein Element des ganzen in Frage kommenden 
Configurations-Spielraumes dar. Alle solche Elemente sind, weil 
sie gleiche Stücke dS,, ebenso auch gleiche dS,, gleiche dSg 
u. s. w. umfassen, einander völlig gleichwertig; und für die 
Erwartung bezüglich der wirklich realisirten Configuration des 
Systems ergeben sich so eine Anzahl gleichberechtigter Annahmen. 
Es wird indessen zweckmässig sein, die so resultirende Wahr- 
scheinlichkeits- Abmessung in einer etwas übersichtlicheren Form 
darzustellen; wir können .nämlich jedem beliebigen Teile eines 
Configurations- Spielraums eine bestimmte, mit derjenigen des 
ganzen vergleichbare Grösse zuschreiben und erhalten somit die 
Wahrscheinlichkeit, dass der wirkliche Zustand des Systems 
innnerhalb dieses Teiles enthalten sei, in derselben Weise wie 
bisher, durch den dies Grössen verhältniss ausdrückenden Bruch 
gemessen. Die Zahl der soeben beschriebenen gleichwertigen 
Elemente, welche der ganze Configurations-Spielraum umfasst, 
ist nämlich gegeben durch die Zahl aller zwischen den dSi, 
dSg, dSs etc. möglichen Combinationen, also durch das Product 
Ui . Ug . Ug . n^ 

Fragen wir nun nach der Wahrscheinlichkeit, dass die Con- 
figuration des Systems in irgend einem engeren Spielräume sich 
befinde, welcher die Einzel -Spielräume Sj, Sj, Sg.... ebenso 
umfasst, wie der ganze Configurations-Spielraum die Einzelspiel- 
räume Si, Sg, Ss . . . ., so ist leicht ersichtlich, dass es nur 
erforderlich sein wird, zu ermitteln, wie viele der vorhin be- 
schriebenen gleichwertigen Elemente dieser engere Spielraum 
enthält, und diese Zahl mit der Gesammt-Zahl derselben zu 
vergleichen. 

Es möge nun s^ von den Uj Stückchen dSi, in welche wir Si 
zerlegt hatten, die Zahl mj enthalten, ebenso Sj sich aus m. 
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Stückchen dSj zusammensetzen etc., dann wird unser Teil- 
Spielraum von jenen Elementen, welche in der Zahl Ui.nj.ns 

den Gesammt-Spielraum bilden, seinerseits die Zahl mj . m, . mg 

umfassen. Die Wahrscheinlichkeit wird also zu bemessen sein 
nach dem Bruche 

mi . ms . ms . . . . 
ni . HS . na . . . . 

oder, wie wir auch schreiben können, nach dem Werte 



Si.Ss.Ss 

Wir können somit das Product Sj. Sj. Ss . . . . als Maass 
für die Grösse eines Configurations-Spielraums betrachten'), und 
sagen: die Wahrscheinlichkeit, dass der Zustand des Systems 
innerhalb eines gewissen Configurations-Spielraums liegt, ist zu 
bemessen nach dem Verhältniss der Grösse dieses Configurations-Spiel- 
raums zu der Grösse des gesammten, zufolge der TJngenauigkeit 
unserer Kenntniss in Frage kommenden Configurations-Spielraums *). 

6. Wir hatten uns bisher auf die Betrachtung des in einem 
bestimmten Zeitpunkte Statt findenden Zustandes beschränkt und 



1) Man bemerkt leicht, dass, wenn die verschiedenen Verhaltungsweisen 
nicht ganz frei unter einander combinirbar sind, an Stelle des Products 
81 .SS . S8 . . . . das vielfache Integral /// .... dsi . dss . ds« .... zu 
treten hac, welches die Gesammtheit aller zulässigen Combinationen um- 
fasste. Aehnlich würde auch schon, wenn wir für den Ort eines einzelnen 
Punktes nicht das ßaumstück, sondern die rechtwinkligen Coordinaten XYZ 
in Betracht zögen, die Wahrscheinlichkeit, dass derselbe sich in einem 
gewissen Baume befinde, durch die Grösse dieses Raumes, den Wert 
SSS äx dy dz zu messen sein, durch das Product x. y. z aber nur dann, 
wenn die verschiedenen Werte der 3 Coordinaten durchweg mit einander 
combinirbar wären, d. h. der ganze Spielraum sich als Würfel darstellte. 
Es wird indessen nicht erforderlich sein, auf diese Verallgemeinerung hier 
naher einzugehen. 

2) Man wird sich das Verständniss für diese Grössen-Bemessung sowol, 
als auch für verschiedene spätere Ausführungen durch Anknüpfung an räum- 
liche VorsteUungen erleichtem, wenn man sich den Configurations-Spielraum 
als eine raumähnliche Mannigfaltigkeit denkt, deren Dimensionen sehr 
zahlreich wären und deren unabhängige Coordinaten die verschiedenen, 
die Anordnung des Systems bestimmenden Werte darstellten. Die soeben 
ausemandergesetzte Grössen-Bestimmung tritt dadurch zu der Messung von 
Baumelementen in Analogie. 
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von den Veränderungen ganz abgesehen, welche entsprechend den 
Gesetzen der Beharrung und der gegenseitigen Einwirkung Statt 
finden würden. Ziehen wir nunmehr auch diese in den Kreis unserer 
Erwägungen, so wird sofort bemerklich, dass diejenigen Grössen, 
die wir soeben als Configurations-Spielräiune kennen gelernt 
haben, für unsere Erwartungen nicht ohne Weiteres bestimmend 
sein können, weil sie zwar vergleichbare und, der Voraussetzung ge- 
mäss, indifferente, aber im Allgemeinen nicht ursprüngliche Spiel- 
räume sein würden. Jeder gegenwärtige Zustand ist vielmehr 
jetzt zu betrachten als das notwendige Ergebniss gewisser frü- 
herer Verhaltungsweisen; es leuchtet daher ein, dass auch ein 
Verhalten, welches nur einen ganz kleinen Spielraun) umfasst und 
somit auf den ersten Blick sehr unwahrscheinlich erscheinen 
würde, doch als sehr wahrscheinlich betrachtet werden muss, 
wenn die Gesetze des Geschehens derart sind, dass sie dasselbe 
begünstigen oder mit Notwendigkeit herbeiführen. Dass z. B. 
viele Atome sich in enger Aneinanderlagerung zu einem relativ 
kleinen Körper vereinigen, könnte eine Anordnung sein, die nur 
einen relativ sehr geringen Spielraum umfasst ; gleichwol werden 
wir eine solche erwarten dürfen, wenn wir wissen, dass zwischen 
den Atomen Anziehungskräfte bestehen, durch welche sie zu- 
sammengeführt werden. Es ist nun lediglich eine ganz beson- 
dere Voraussetzung, unter welcher der hier besprochene Fall 
trotz dieser Schwierigkeit eine bestimmte Aufstellung gleichbe- 
rechtigter Annahmen ergiebt. Wir nehmen, um zu derselben 
zu gelangen, zunächst an, dass die Gesetze, nach welchen sich 
die Zustände unseres Systems verändern, genau und vollständig 
bekannt seien; sobald dies nämlich nicht der Fall ist, müssen 
sich in die Gesammtheit unserer Erwägungen auch die Vermu- 
tungen über diese oder jene Beschaffenheit der genannten Gesetze 
einmischen ; von diesen Vermutungen aber, für welche eine zahlen- 
mässige Bezeichnung der Wahrscheinlichkeit nicht existirt, soll 
hier abgesehen werden. Wenn nun eine vollständige Kenntniss 
jener Gesetze vorliegt, so werden wir behaupten können, dass 
dem ganzen Gomplex der für den gegenwärtigen Augenblick 
möglich erscheinenden Configurationen, welchen wir durch den 
Spielraum Xo darstellen, ein gewisser Spielraum X« für eine be- 
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liebige frühere Zeit t als notwendige Voraussetzung, und jener 
wiederum diesem als notwendiges Ergebniss correspondirt. Ebenso 
würde einem beliebigen Teile von Xo, welcher Xo heissen möge, 
ein gewisser Teil von Xt entsprechen, welcher als Xt zu bezeichnen 
wäre. Die Frage, ob im gegenwärtigen Augenblick, für welchen 
der ganze Spielraum X« in Frage kommt, eine dem Teile Xo 
angehörige Configuration verwirklicht sei, ist nunmehr auf die 
andere zurückgeführt, ob der zur Zeit t realisirte Zustand inner- 
halb des Spielraums Xt enthalten gewesen sei. Es wird nun aber 
die hierfür anzunehmende Wahrscheinlichkeit durch den Bruch 

^ ebenso wenig definitiv bestimmt werden können wie durch den 
Bruch ~. Nur unter der Voraussetzung scheint hier zunächst die 

Jm.0 

Erreichung eines abschliessenden Besultates möglich zu sein, 
dass wir bei der Eückwärts -Verfolgung der Vorgänge an ein 
bestimmtes Ziel gelangen könnten, dass wir die Gesetze des 
Geschehens als erst von einem bestimmten Zeitpunkt an giltig 
ansehen dürften, dieser Punkt abe^* als Anfangspunkt aller Ver- 
änderungen, so zu sagen als Nullpunkt der Zeit zu betrachten 
wäre. Indessen sind wir nicht auf diese Fiction angewiesen; 
vielmehr wird ganz ebenso wie es hier der Fall wäre, ein Ver- 
hältniss von Configurations- Spielräumen auch dann für unsere 
Annahmen definitiv maassgebend sein, wenn sich ergiebt, dass 
dasselbe, indem wir auf weiter imd weiter zurückgelegene Vorzu- 
stände recurriren, ein dauernd unveränderliches bleibt. In 
diesem Falle werden wir, mit Benutzimg des vorhin eingeführten Aus- 
drucks, kurz sagen dürfen, es gäbe ein bestimmtes Grössen- Verhältniss 
derjenigen ursprünglichen Configurations-Spielräume, 
welche irgend welchen gegenwärtigen Verhaltungsweisen als 
Vorbedingungen entsprechen. Solchen gegenwärtigen oder zukünf- 
tigen Zuständen nun, welche die Folgen gleicher ursprünglicher 
Configurations -Spielräume sind, werden wir in der That gleiche 
Wahrscheinlichkeit zuschreiben müssen. Die Annahmen, welche 
wir hier als gleichberechtigte aufstellen, besitzen die Eigentümlich- 
keit, dass auch wenn wir auf diejenigen anderen zurückgehen, als 
deren Ergebnisse sie aufzufassen sind, stets wieder solche erhalten 
werden, die sich ebenso als gleichberechtigte darstellen; sie 
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werden also in einem sehr prägnanten Sinne und in definitiver 
Weise wirklich als gleichwertige anzusehen sein. Was einer 
grossen Mannichfaltigkeit ursprünglicher Configurationen entspricht, 
wird mit grosser, was einer geringen entspricht, wird mit ge- 
ringer Wahrscheinlichkeit zu erwarten sein; besondere Modi 
gegenwärtiger Configurationen, welche aus relativ grossen Man- 
nichfaltigkeiten ursprünglichen Verhaltens sich entwickeln, werden 
als begünstigt anzusehen und mit Rücksicht hierauf mehr zu 
erwarten sein etc.; für alle diese Erwartungen aber wären die 
bestimmten Grössen-Verhältnisse der ursprünglichen Configurations- 
Spielräume maassgebend. 

Wir haben schon gesehen, und es wird im Verlaufe dieser 
Untersuchungen noch mehrfach die Aufmerksamkeit darauf zu lenken 
sein, dass die „ Ursprünglichkeit ** von Spielraums-Verhältnissen 
ein für die Theorie der numerischen Wahrscheinlichkeit ungemein 
wichtiger Begriff ist. Es wird daher gestattet sein, bei der 
eigentümlichen Art, wie derselbe hier zur Anwendung kommt, 
noch etwas zu verweilen. So lange wir bei der Abwägung 
unserer Erwartungen uns nur nach der gerade zunächst in Frage 
gestellten Verhaltungsweise richten, bleiben diese Erwägungen, 
selbst wenn wir sie an bestimmte quantitative Beziehungen 
zwischen dem gesammten Spielraum und einzelnen Teilen 
desselben anknüpfen können , doch ziemlich wertlos. Immer 
werden wir einen Beleg dafür fordern müssen, dass das zunächst 
als gleichwertig erscheinende auch mit Rücksicht auf die Gesetze, 
nach denen sich die Zustände verändern, als gleichwertig an- 
zusehen ist; immer werden wir fragen müssen, ob nicht dieses 
aus einem grösseren, jenes aus einem kleineren Complex früherer 
Zustände hervorgegangen sein würde. Nur wo diese Frage be- 
stimmt verneint, jener Beleg wirklich geliefert werden kann, 
wird es begreiflich und gerechtfertigt erscheinen, dass solche 
Grössen-Verhältnisse als unbedingt und einwurfsfrei für unsere 
Erwartung maassgebend gelten. Es ist in der That für die 
ganze Theorie der numerischen Wahrscheinlichkeit eine Cardinal- 
frage, wie trotz des ümstandes, dass die Zustände aller Dinge 
sich gesetzmässig verändern und somit die verschiedenen gegen- 
wärtigen und vergangenen Verhaltungsweisen zusammenhängen. 
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ein Wahrscheinlichkeits-Ansatz als ein definitiv giltiger und fest 
bestimmter erscheinen kann. Hierin liegt eine Schwierigkeit, 
die nur in den oben erwähnten Fällen, wo es sich um Natur- 
Constanten oder um die zeitlichen Beziehungen zweier ganz un- 
abhängiger Vorgangs-Beihen handelt, in einfacher Weise beseitigt 
erscheint. Wir sehen nun hier, dass etwas ganz Aehnliches doch 
auch da Statt finden kann, wo die zu vergleichenden Verhaltungs- 
weisen Verschiedenheiten eines gegenwärtigen Zustandes und zu- 
gleich auch in der Gesammtheit aller denselben bedingenden 
Antecedentien bedeuten. 

Wenn wir in diesem prägnanten Sinne von Spielräumen des 
Verhaltens sprechen, so stellen dieselben in der That etwas nicht 
mehr auf andere Dinge Zurückführbares, etwas Ursprüngliches 
dar; und die eben durchgeführte Untersuchung zeigt, dass auch 
zwischen diesen, wenigstens unter Umständen, eine bestimmte 
Grössen- Vergleichbarkeit Statt finden kann. In der Vorstellung 
eines Grössen- Verhältnisses von Verhaltungs-Spielräumen, welches 
im obigen Sinne ein ursprüngliches ist, haben wir daher einen 
Begriff gewonnen, der zwar nur in ganz besonderen Fällen wird 
zur Anwendung gebracht werden können, wo dies aber geschehen 
darf, in der That einen einwurfsfreien und endgiltigen Wahr- 
scheinlichkeits-Ansatz zu ergeben geeignet ist. 

Als wesentliches Resultat dieser Voruntersuchungen werden 
wur zweierlei betrachten kennen. Erstlich haben wir eine Vor- 
stellung davon gewonnen, wie ein aus sehr vielen einzelnen 
Bestimmungen zusammengesetzter Spielraum des Verhaltens unter 
Umständen als eine messbare Grösse angesehen werden kann. 
Zweitens haben wir einen offenbar sehr wichtigen Modus kennen 
gelernt, nach welchem die Grössen- Beziehungen solcher Spielräume 
als ursprüngliche sich darstellen. Beides wird uns für das Ver- 
ständniss der Zufalls -Spiele wesentlich sein, und bei ihnen An- 
wendung finden. 
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Capitel m. 

Theorie der Znfalls-Spiele. 

!♦ Betrachten wir einerseits die objectiven Verhältnisse, 
welche bei irgend einem der sogenannten Zufalls-Spiele Statt 
finden, und anderseits den Wahrscheinlichkeits-Ansatz, welcher 
mit Bezug auf dasselbe für zulässig und correct gilt, so bemerken 
wir zunächst, dass jedesmal in den ersteren gewisse zahlenmässig 
angebbare Beziehungen nachweisbar sind, an welche der letztere 
in der Weise anknüpft, dass die in ihm auftretenden Zahlen gar 
nichts Anderes sind, als die Werte jener objectiven Grössen-Ver- 
hältnisse. Am deutlichsten zeigt sich dies etwa bei dem in der 
Theorie mit Vorliebe behandelten Falle, dass aus einem mit 
schwarzen und weissen Kugeln gefüllten Gefässe Ziehungen ge- 
macht werden ; das Verhältnis der Wahrscheinlichkeiten, die man 
dafür ansetzt, dass eine schwarze resp. weisse Kugel gezogen 
werde, ist nichts Anderes, als das Verhältniss zwischen der Zahl 
der im Geßlsse enthaltenen schwarzen und weissen Kugeln. Aehnlich 
verhält es sich bei Spielen nach Art des Roulette; es wird hier 
die Wahrscheinlichkeit, dass die Kugel auf diesem oder jenem 
Felde liegen bleibe, nach der Grösse dieser Felder bestimmt. 
Aber auch bei dem Aufwerfen einer Münze oder beim Würfel- 
Spiele liegt die Sache nicht wesentlich anders. Denn die üblichen 
Wahrscheinlichkeits-Ansätze können hier, wie bekannt, nur unter 
der Voraussetzung als correct gelten, dass die benützten Körper 
geometrisch und physisch regelmässige sind, dass also unter 
Anderem ihr Schwerpunkt in der Mitte gelegen ist. Auch hier 
müssen also gewisse Verhältnisse für die beiden Flächen der 
Münze, für die sechs Seiten des Würfels objectiv gleich sein. 
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und diese Gleichheit figurirt nun in dem Wahrscheinlichkeits- 
Ansatz wieder, gerade wie bei jenen anderen Spielen irgend welche 
beliebige Zahlen-Verhältnisse. 

2. Wir finden alsdann weiter die verschiedenen Zufalls-Spiele 
darin übereinstimmend, dass die numerisch anzugebende Wahr- 
scheinlichkeit sich auf gewisse Resultate, Erfolge, bezieht, welche 
wir durch eine Bewegung gewisser Gegenstände, Werfen der 
Münze oder des Würfels, Drehen des Roulette, Herausgreifen 
einer Kugel etc. hervorbringen ; und zwar sind diese Bewegungen, 
wie man zu sagen pflegt, in einer ganz beliebigen, willkürlichen 
Weise auszuführen. Wir wollen nun zunächst ein möglichst 
einfaches Spiel dieser Art, wie es leicht zu ersinnen ist, einer 
genaueren Betrachtung unterwerfen; dasselbe — es soll kurz 
als das Sto SS- Spiel bezeichnet werden — bestehe in Folgendem: 
wir denken uns eine lange gradlinige horizontale Rinne mit 
ebenem Boden und vertikalen Wänden; an den Anfang derselben 
wird eifie Kugel gelegt und dieser mit der Hand ein Stoss von 
beliebiger, aber nicht gar zu kleiner Stärke erteilt, welcher sie 
längs der Rinne in Bewegung setzt. Es sei ferner der Boden 
der Rinne, senkrecht zu ihrer Längen-Richtung, in regelmässiger 
Abwechselung in schwarze und weisse Streifen geteilt, so dass 
die Kugel beständig abwechselnd über Schwarz und Weiss läuft. 
Die in der Richtung der Bahn gemessene Ausdehnung jedes 
Streifens betrage einen Millimeter. Die Kugel bleibt schliesslich 
nach Durchlaufung eines längeren oder kürzeren Weges, und 
zwar entweder auf einem schwarzen oder auf einem weissen 
Streifen liegen. Das Spiel ist, wie man sieht, dem Roulette 
principiell ganz ähnlich und wird unbedenklich die Aufstellung 
gestatten, dass die Kugel ebenso wol auf schwarzem wie auf 
weissem Felde liegen bleiben könne, dass die Wahrscheinlichkeit 
beider Fälle gleich gross sei. Dieser Wahrscheinlichkeits-Ansatz 
würde jedenfalls auch unter einer weiteren Voraussetzung über 
die Natur des Spiels gerechtfertigt sein, welche die Verhältnisse 
noch mehr vereinfachen würde und die wir daher einführen 
wollen: wir nehmen an, dass der Widerstand der' Luft und 
die Reibungs - Verhältnisse der Bahn bekannt und bei etwa 
wiederholter Ausführung des Spiels allemal dieselben sind. 

von K r i e 8 , Wahrscheinlichkeits-Bechnung.^ ^ 
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Unter diesen Umständen hängt der Erfolg nur von einem uns 
unbekannten Factor ab, nämlich von der Stärke des Impulses, 
welcher der Kugel erteilt wird, genauer gesagt von der Stärke 
der in die Bahn - Richtung fallenden Componente dieses Im- 



Versuchen wir nun den soeben gemachten Wahrscheinlich- 
keits-Ansatz zu rechtfertigen, so bemerken wir, dass er sich 
jedenfalls nicht etwa auf die Vorstellung gründen kann, dass 
die Wahrscheinlichkeit des Liegenbleibens auf jedem beliebigen 
Streifen eine und dieselbe sei. Vielmehr kann es ganz zweifel- 
haft erscheinen, ob diese Wahrscheinlichkeit etwa für den 500**" 
und den 10 000*'" Streifen, d. h. für einen Stoss von einer ge- 
wissen massigen und einen von sehr bedeutender Kraft überein- 
stimmend anzimehmen ist. 

Wenn wir ferner den Versuch, die Wahrscheinlichkeit zweier 
solcher ganz verschiedener Fälle gegeneinander genau abzuwägen, 
als einen jedenfalls resultatlosen von vorn herein aufgeben müssen, 
so bleibt nur noch eine, allerdings aber sehr nahe liegende und 
einleuchtende Auffassung unseres Wahrscheinlichkeits -Ansatzes 
übrig, bei welcher er durch diesen Verzicht nicht gefährdet wird. 
Es scheint nämlich das kaum zu bezweifeln, dass wir für das 
Liegenbleiben der Kugel auf dem 10 000**" Streifen, welcher 
schwarz, und dem 10 001**", welcher weiss sein möge, nur ganz 
unerheblich verschiedene Wahrscheinlichkeit annehmen können, 
dass durchgängig für zwei nicht weit von einander entfernte 
Streifen nahezu dieselbe Wahrscheinlichkeit in Anschlag zu 
bringen ist, und dass auf diese Weise der Gesammt-Wert der 
Wahrscheinlichkeit für Schwarz und Weiss mit äusserster 
Annäherung sich gleich ergeben muss. Suchen wir die hier 
gemachte Annahme etwas strenger zu formuliren, so können wir 
sie etwa dahin aussprechen, dass die für ein Längen-Element 
der Rinne, AI, in Anrechnung zu bringende Wahrscheinlichkeit 
dem Producte 9 AI gleich zu setzen wäre, und dass der Wert 9, 
welchen wir die Wahrscheinlichkeits-Funktion nennen, 
zwar nicht für alle Punkte der Bahn, alle Werte 1, derselbe, 
wol aber für nahe gelegene, nur um wenige Streifen von ein- 
ander abstehende Punkte immer sehr nahezu gleich sei. Wir 
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wollen eioe solche Wahrscheinlichkeits-Ansetzung eine stetige^) 
nennen. 

Wir haben hiermit den Wahrscheiulichkeits-Ansatz, von 
dem wir ausgingen, auf eine sehr einfache Annahme gegründet, 
dass nämlich für ein bestimmtes, von vorn herein in weiten Grenzen 
Ungewisses reales Verhalten die Wahrscheinlichkeit eine stetige 
sei. Die Wichtigkeit dieses Schrittes werden wir alsbald zu 
würdigen und jene allgemeine Annahme selbst weiter zu prüfen 
haben. Vorher indessen müssen wir die Zurückführung der be- 
sonderen Wahrscheinlichkeits-Ansätze auf allgemeine Annahmen 
noch etwas vervollständigen. 

Wenn in dem eben fixirten Sinne die Stetigkeit der Wahr- 
scheinlichkeits - Punktion angenommen wird, so beruht die Be- 
hauptung, dass die Gesammt -Wahrscheinlichkeit der Erfolge 
Schwarz und Weiss gleich ist, dann noch auf einer weiteren 
Voraussetzung, welche, wiewol in gewissem Sinne ziemlich selbst- 
verständlich, doch namhaft gemacht werden muss. Diese besteht 



1) Es muss bemerkt werden, dass hier mit der Stetigkeit etwas Anderes 
und zwar Mehr gemeint ist, als dem mathematischen Gebrauch dieses Worts 
entsprechen würde. Die mathematische Stetigkeit würde nur involviren, 
dass cp, als Funktion von 1 aufgefasst, keine Sprünge mache, d. h. dass 
nicht unendlich wenig verschiedenen Werten von 1 endlich verschiedene Werte 
von cp, entsprechen. Hier dagegen ist der Sinn der Stetigkeit der, dass 
wenig verschiedenen Werten des Arguments wenig verschiedene Werte der 
Funktion zugehören. Diese Art der Stetigkeit ist daher durchaus kein 
ganz scharfer Begriff; es giebt für sie ein Mehr oder Minder, sie kann in 
höhcrem oder geringerem Grade vorhanden sein. Die hier gemachte 
Annahme ist somit im Grunde eine Abschätzung dieses Grades, dahin 
gehend, dass die betreifende Abhängigkeit als eine hinlänglich stetige an- 
zusehen sei, um eine äusserst annähernde Gleichheit der Gesammt -Wahr- 
scheinlichkeit für Schwarz und Weiss zu ergeben. Dass es sich bei der 
ganzen Voraussetzung nicht einfach um Bejahung oder Verneinung eines 
bestimmten Verhaltens, sondern um eine gewisse Taxirung handelt, tritt 
denn auch sehr deutlich darin hervor, dass uns mit Hinblick auf die 
Rechtfertigung des Wahrscheinlich keits - Ansatzes eine gewisse Kleinheit 
der Periode, in welcher Schwarz und Weiss wechseln, erforderlich erscheint, 
und dass wir glauben, gewisse Werte derselben, hier z. B. eine Streifen- 
Breite von einem Millimeter, jedenfalls als hinlänglich klein betrachten zu 
dürfen. — In dem gleichen Sinne werden wir auch weiter noch von stetigen 
Abhängigkeiten zu reden haben. 

4» 
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darin, dass die Funktion <p keine mit der Streifen-Breite über- 
einstimmende Periodicität besitzt. In der That erscheint 
es wenigstens denkbar, dass dieselbe, ohne bei irgend welchen 
Werten von 1 unstetig zu werden, doch stets bei denjenigen, 
welche weissen Streifen entsprechen, etwas grösser als bei den 
benachbarten, schwarzen Streifen entsprechenden Werten wäre. 
Wenn dies der Fall ist, kann der Gesammt-Wert für alle weissen 
Streifen merklich grösser als der für alle schwarzen ausfallen. 
Es ist also in dem ursprünglichen Wahrscheinlichkeits - Ansatz 
ausser der Stetigkeit noch das Fehlen einer solchen Periodicität 
vorausgesetzt. Dass diese beiden Voraussetzungen hinreichen, 
um den in ßede stehenden Wahrscheinlichkeits-Ansatz als einen 
mit grösster Annäherung richtigen zu ergeben, ist ohne Weiteres 
verständlich. Es ist nicht schwierig, sich die Art, wie diese 
Gesammt-Gleichheiten herauskommen, zu versinnlichen. Denken 
wir uns z. B. ein Gummiband so bemalt, dass es in ganz schmale, 
sämmtlich gleiche, abwechselnd schwarze und weisse Streifen 
geteilt ist, so würden immer im Ganzen sehr nahe gleiche Ge- 
sammt-Längen von Schwarz und Weiss vorhanden sein, wie wir 
auch das Band ausziehen und dehnen mögen, vorausgesetzt, dass 
der Grad der Dehnung ein von Stelle zu Stelle sich nur all- 
mählig ändernder ist und dass er nicht in der Weise periodisch 
wechselt, dass jedesmal die weissen Streifen etwas stärker oder 
schwächer gedehnt wären, als die schwarzen. 

Die Möglichkeit, eine bestimmte zahlenmässige Wahrschein- 
lichkeit dafür anzugeben, dass die Kugel auf weissem resp. 
schwarzem Feld liegen bleibe, beruht also auf der besonderen 
Einrichtung, dass in der ganzen Länge der Bahn, und zwar 
auch innerhalb derjenigen Strecke, in welcher von vom herein 
das Liegenbleiben der Kugel möglich erscheint, schwarze und weisse 
Streifen in vielmaliger Abwechselung und constantem Ausdehnungs- 
Verhältniss sich wiederholen. Wir überzeugen uns leicht, wie 
wesentlich dieses Arrangement ist. Gäben wir den Streifen z. B. 
statt der vorhin vorausgesetzten Breite von einem Millimeter 
eine solche von zehn Metern, so würde der ganze Bereich, 
welcher für den Endpunkt des zu durchlaufenden Weges von vorn 
herein als möglich erscheint, jedenfalls solcher Streifen nur 
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wenige, vielleicht zwei oder drei umfassen. Nunmehr wäre aber 
in der That das Spiel nicht mehr ohne Weiteres nach den Prin- 
cipien des Zufalls-Spiels zu beurteilen, vielmehr würde der Wahr- 
scheinlichkeits-Ansatz bei jeder genaueren üeberlegung sich als 
ein unsicherer und gar nicht mehr zahlenmässig darstellbarer er- 
geben: mancherlei Betrachtungen erschienen möglich, welche die 
für zwei benachbarte Streifen in Ansclilag zu bringende Wahr- 
scheinlichkeit schon sehr verschieden, und somit auch die ge- 
sammte Wahrscheinlichkeit der Eesultate Schwarz und Weiss 
nicht mehr gleich erscheinen Hessen. Solchen Zergliederungen 
der Möglichkeiten nachzugehen wird nicht erforderlich sein ; dass 
sie numerische Wahrscheinlichkeiten nicht liefern, ist ohne Weiteres 
zu übersehen; wir können uns also begnügen, constatirt zu haben, 
dass die vielfache Abwechselung der in ihrer Wahrscheinlichkeit 
zu vergleichenden Eesultate innerhalb des ganzen in Frage 
kommenden Bereichs eine wenigstens für diese Form des Zufklls- 
Spiels in der That wesentliche Eigentümlichkeit ist. 

Die schon sehr veränderte Wahrscheinlichkeits-Ansetzung, 
welche sich als Kern der ursprünglich aufgestellten enthüllt hat, 
werden wir nun zum Gegenstande weiterer Prüfung zu machen 
haben. Zunächst ist hier zu berücksichtigen, dass, wie wir oben 
sahen, die Länge des Weges, welchen die Kugel durchläuft, we- 
sentlich bestimmt wird durch die Stärke des Impulses, welcher 
sie in der Richtung der Bahn vorwärts treibt. Bezüglich dieser 
Abhängigkeit können wir leicht noch etwas Weiteres hinzufügen : 
es muss sich der Wert der Weglänge mit der Kraft des Stosses 
in einer Weise ändern, die wir ebenfalls im obigen Sinne stetig 
nennen können, d. h. es müssen solche Wert-Bereiche der Stoss- 
kraft, welche sehr kleinen, benachbarten und gleichen Wert- 
Bereichen der Weglänge entsprechen, ebenfalls sehr klein, benach- 
bart und sehr annähernd gleich sein. Hieraus geht nun hervor, 
dass die Wahrscheinlichkeits-Ansetzung, welche wir bezüglich 
der Weglänge machen, ebensowol auch als eine, und zwar eine 
ganz ähnliche Wahrscheinlichkeits-Ansetzung bezüglich der Stoss- 
kräfle angesehen und durch eine solche ersetzt werden kann. 
Auch für diese würden wir anzunehmen haben, dass die Wahr- 
scheinlichkeit eine stetige sei und dass ausserdem die Wahrschein- 
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lichkeits - Funktion keine Periodicität zeige, welche mit dem 
periodischen Wechsel der, wie wir kurz sagen wollen, schwarz- 
ergebenden und weissergebenden Werte der Stosskraft zusammen- 
fällt. Und sobald diese Annahmen gemacht sind, folgt wieder 
unmittelbar, dass die Gesammt- Werte der Wahrscheinlichkeit für 
die Erfolge Schwarz und Weiss mit äusserster Annäherung gleich 
sein müssen. 

Die genauere Untersuchung unseres Stoss-Spiels führt uns 
also zu der Einsicht, dass für den hier unmittelbar sich dar- 
bietenden, und, wie es scheint, kaum zu beanstandenden Wahr- 
scheinlichkeits-Ansatz einesteils eine besondere Einrichtung des 
Spiels, die beständige Wiederholung schwarzer und weisser Streifen 
in gleicher Breite wesentlich ist, und dass derselbe ausserdem 
darauf beruht, dass mit Bezug auf ein zum Voraus in erheb- 
lichem Umfange ungewisses Kesultat einer willkürlichen Bewegung 
eine stetige Wahrscheinlichkeits-Ansetzung gemacht wird*). 

3. Ganz ähnlich verhält sich nun die Sache auch in com- 
plicirteren Fällen, etwa beim Würfel-Spiel. Welches Eesultat ein 
Wurf ergiebt, d. h. welche Seite schliesslich oben liegt, das wird 
durch eine ganze Anzahl von Bewegungen bestimmt. Wir be- 
wegen den Würfel auf und ab, vor und rückwärts, nach rechts und 



1) Wir müssen hervorheben, dass eine stetige Wahrscheinlichkeits- 
Ansetzung bezüglich einer Grösse immer auch eine ebensolche bezüglich 
jeder anderen einschliesst, welche von jener in stetiger Weise abhängt, 
eine Beziehung, welche aus der Definition folgt, und von welcher wir auch 
soeben schon Gebrauch machten. Hierin ist auch zugleich involvirt, dass 
der Behauptung, es sei für die Beträge einer realen Grösse eine stetige 
Wahrscheinlichkeit anzusetzen, keine Schwierigkeit aus dem bei früherer 
Gelegenheit besprochenen Umstände erwächst, dass ein und derselbe Spiel- 
raum realen Verhaltens sich in mannigfaltiger Weise als Wert-Bereich 
dieser oder jener Grösse auffassen und so in verschiedener Weise messen 
läfist. Ob wir specifisches Gewicht oder specifisches Volumen einer Substanz, 
ob wir Länge oder Schwingungs-Zahl eines Pendels, ob wir Brechungs-Index 
oder optische Dichte ins Auge fassen, wird ganz gleichgiltig sein, da die 
stetige Wahrscheinlichkeit für die Beträge der einen Grösse immer zugleich 
eine solche auch für die Beträge der anderen darstellt. Ebenso würde hier 
an der Betrachtung Nichts geändert werden, in welcher Weise wir auch 
die Stosskräfte uns gemessen denken ; ob wir z. B. die der Kugel erteilte Ge- 
schwindigkeit oder lebendige Kraft zum Maassstabe nehmen, ist ohne Belang. 
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links, lassen ihn Drehungen um verschiedene Axen in einem und 
in entgegengesetztem Sinne durchlaufen, und erteilen ihm schliess- 
lich, indem wir ihn aus der Hand entlassen, gewisse fortschreitende 
und drehende Geschwindigkeiten. Ehe gewürfelt wird, wissen wir, 
dass eine grössere Zahl solcher Bewegungen vorgenommen werden 
wird; die Zahl und Reihenfolge derselben aber und der Betrag einer 
jeden erscheint in weiten Grenzen ungewiss. Nun sieht man zu- 
nächst; dass die Gesammtheit aller sich so ergebenden Möglich- 
keiten auch hier jedes einzelne der 6 möglichen Endresultate in 
ausserordentlich häufiger Wiederholung umfasst: es erscheinen 
von vorn herein zahllose Modi der Bewegungen denkbar, welche 
den Wurf 6 herbeiführen würden , zahllose, welche den Wurf 5 
zur Folge hätten etc. Was in dem vorigen Beispiel durch die 
Wiederholung des Schwarz und Weiss auf der Bahn geleistet 
wurde, ist also hier gleichermaassen dadurch hergestellt, dass bei 
umfangreicher Variirung der Bewegungen sich immer nur die 6 
Möglichkeiten des Erfolges wiederholen können. Denken wir uns 
nun für jede einzelne der in Betracht kommenden Bewegungen 
einen stetigen Wahrscheinlichkeits-Ansatz gemacht, so ergiebt sich 
auch hier unmittelbar die Gleichheit der Wahrscheinlichkeit für 
jeden der Würfe 1 — 6; denn wie dort die gleiche Breite der 
schwarzen und weissen Streifen, so wird hier die geometrische 
und physiche Regelmässigkeit des Würfels es notwendig mit sich 
bringen, dass einem bestimmten zusammenhängenden Complex von 
Bewegungs - Möglichkeiten , welcher etwa den Wurf 6 ergäbe, 
immer andere, in jeder Beziehung nur ganz wenig verschiedeöe 
und von sehr nahe gleichem Umfange sich an die Seite stellen 
lassen, welche die Würfe 1, 2, 3, 4, 5 bewirkten, und dass diese 
6 Bewegungs -Arten in regelmässiger Abwechselung sich wieder- 
holend den ganzen Spielraum möglicher Bewegungen ausfüllen. 
Es ergiebt sich so in ganz änlicher Weise, wie dort, das Resultat, 
dass die Gesammt- Werte der die Erfolge 1, 2, 3, 4, 5 und 6 er- 
gebenden Bewegungs-Spielräume mit grösster Annäherung gleich 
sein müssen. Hieraus resultirt dann auch die gleiche Wahr- 
scheinlichkeit jedes dieser Erfolge unter denselben Voraussetzungen 
wie sie dort gemacht wurden. 

Nur in untergeordneter Beziehung unterscheidet sich der 
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gegenwärtige Fall von dem früheren; während nämlich dort ein 
einzelner Bewegungs-Effect, die Stosskraft, in Betracht kommt, 
handelt es sich hier um eine Combination von mehreren. Dem- 
gemäss stellt sich nun auch die Voraussetzung, auf welche wir 
den Wahrscheinlichkeits- Ansatz zurückzufuhren haben , etwas 
anders dar. Bezeichnen wir mit bi, bi, bs, . . . die verschie- 
denen ins Spiel kommenden Bewegungs- Effecte — eine Zerlegung 
in solche könnte in sehr mannichfaltiger Weise ausgeführt werden, 
der Modus derselben ist aber ganz gleichgiltig — so wäre die 
Wahrscheinlichkeit, dass der erste derselben innerhalb des kleinen 
Bereichs Abi, der zweite innerhalb des kleinen Bereichs Abi u. s. w. 
gelegen sei, sowohl mit Abi als mit Ab2, Abs etc. proportional 
zu setzen. Die Wahrscheinlichkeit müsste also auszudrücken sein 
durch ein Product 9 . Abi . Abs . Abs . . ., wo f wiederum eine im 
früheren Sinne stetige Funktion der sämmtUchen b wäre, oder 
wir hätten, kurz gesagt, eine stetige Wahrscheinlichkeit für die 
combinirten Wert-Spielräume anzunehmen. Aehnlich modificirt 
sich auch die Voraussetzung bezüglich des Fehlens einer mit 
dem Wechsel der Eesultate übereinstimmenden Periodicität der 
Wahrscheinlichkeits - Funktion. Diese Voraussetzung ist hier 
ebenso, wie in dem einfachen Falle des Stoss- Spiels neben 
derjenigen der Stetigkeit der Wahrscheinlichkeits-Funktion wesent- 
lich; es handelt sich aber hier um die Auschliessung nicht einer 
einfachen, sondern einer mehrfachen Periodicität, ein Punkt, 
auf dessen genauere Erörterung bei der relativ geringen Bedeu- 
tung, die ihm zukommt, und bei der Schwierigkeit der mathe- 
matischen Vorstellungen, auf die er führt, verzichtet werden darf. 
Die Eigentümlichkeit des Spieles, auf welche wir den far 
dasselbe giltigen Wahrscheinlichkeits - Ansatz basiren, können 
wir nunmehr etwas allgemeiner dahin formuliren , dass die ganzen 
Spielräume des als möglich Erscheinenden die den verschie- 
denen Erfolgen entsprechenden Teile in beständiger vielmaliger 
Abwechselung und constantem Ausdehnungs- Verhältnis aufweisen. 
Die Bedeutimg, welche dieser Einrichtung in der That zukommt, 
können wir auch hier dadurch noch klarer hervortreten lassen, 
dass wir gewisse Abänderungen des Spiels fingiren. Aehnlich 
wie beim Stoss-Spiel die Streifen-Breite können wir hier gewisse 
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andere Modalitäten des Spiels leicht in der Art verändert denken, 

dass jene Eigentümlichkeit nicht mehr realisirt wäre. Es möge 

etwa das Spiel in der Weise ausgefahrt werden, dass dem Würfel 

— wir wollen uns diesen gross und schwer denken — ein Stoss 

erteilt wird, welcher ihn nur eine kurze Strecke fortbewegt 

und nur wenige Male umzuschlagen veranlasst. Unter diesen 

Umständen würden Betrachtungen möglich erscheinen, welche, 

wenn jetzt die 6 oben liegt, als Besultat des nächsten Stosses 

keineswegs alle Lagen des Würfels als gleich wahrscheinlich 

ergäben; und die Erfahrung könnte auch recht wohl lehren, 

dass gewisse Würfe selten oder nie aufeinander folgen. So würde 

z. B. die unmittelbare Wiederholung des gleichen Kesultats ganz 

ausgeschlossen sein, wenn die Kraft der Stösse nur innerhalb 

solcher Grenzen schwankte, dass der Würfel mindestens ein 

Mal, aber nie mehr als drei Mal umschlüge. Unter solchen 

Umständen würde also in der That die gewöhnliche Wahr- 

scheinlichkeits-Anset^ung durchaus unzulässig sein. 

Es ist nicht besonders schwierig, sich von dem Zutreffen 
analogen Verhaltens bei anderen Arten von Zufalls-Spielen zu über- 
zeugen. Ich erwähne zunächst diejenigen, bei denen es sich um 
die Durcheinandermischung vieler gleicher Gegenstände, Karten, 
Kugeln oder dergl. handelt. Man pflegt hier anzunehmen, dass 
wenn solche Dinge lange durcheinander gemischt werden, als 
resultirender Endzustand jede beliebige Anordnung mit gleicher 
Wahrscheinlichkeit erwartet werden darf, möge die anfängliche 
Anordnung sein, welche sie wolle. Die der gewöhnlichen Vor- 
stellung vielleicht geläufigere Annahme, dass für zweierlei ver- 
schiedene Gegenstände, etwa schwarze und weisse Kugeln, eine 
„gleichmässige Vermischung^ zu erwarten sei, resultirtaus dieser 
Voraussetzung zufolge einfacher mathematischer Beziehungen 
auf welche hier nicht notwendig ist einzugehen. 

Jede Bewegung nun, welche zum Zwecke einer Durch- 
mischung vorgenommen wird, fuhrt eine gewisse Veränderung 
in der Anordnung der betreffenden Gebilde herbei, und jede unter- 
liegt ganz ähnlichen Betrachtungen, wie sie soeben bezüglich 
der Würfel - Bewegungen angestellt wurden. Es werden also 
unter Zugrundelegung der dort namhaft gemachten Voraus- 
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Setzungen als Effecte einer oder mehrerer Mischungs-Bewegungen 
solche Anordnungen, die sich nur wenig unterscheiden, mit 
nahezu gleicher Wahrscheinlichkeit zu erwarten sein. In ganz 
ähnlicher Weise wie beim Stoss - Spiel die gleiche Breite der 
Streifen, beim Würfel die Regelmässigkeit seiner Gestalt, kommt 
hier die Gleichheit der einzelnen Gegenstände in Betracht ; aus 
ihr folgt unmittelbar auch die Gleichheit der Spielräume . für 
diejenigen Bewegungen, welche beispielsweise zur Ergreifung einer 
bestimmten Kugel oder einer ihr benachbarten fähren, die er- 
griffene an diese oder eine benachbarte Stelle bringen würden 
u. s. w. Hieraus ergibt sich dann sofort, dass die Correctheit 
"der erwähnten Wahrscheinlichkeits-Ansetzung bedingt ist durch 
die Vornahme hinlänglich zahlreicher und wiederholter 
Durchmischungen. Wir können diese Bedingung leicht noch 
genauer formuliren. Es müsste nämlich die Möglichkeit einer 
jeden Anordnung sicher eingeschlossen sein, sobald wir für jede 
einzelne der Mischungs-Bewegungen nur einen ganz kleinen 
Spielraum des Verhaltens als möglich annehmen; oder, was auf 
dasselbe herauskommt, es müsste bei der bezüglich jeder 
Mischungs- Bewegung von vorn herein bestehenden sehr erheb- 
lichen üngewissheit die Entstehung jeder beliebigen Anordnung 
als Endresultat auf sehr viele verschiedene Weisen möglich 
erscheinen. Diese Bedingung wiederholt genau, was wir beim 
Stoss-Spiel finden: auch bei diesem ist eine kleine Variirung 
der Bewegung hinreichend, um an Stelle des Erfolges Schwarz 
den Erfolg Weiss herbeizuführen; bei der ganzen Unsicherheit, 
die thatsächlicb mit Bezug auf den Ausfall der Bewegung Statt 
findet, erscheint der Eintritt jedes dieser Eesultate auf sehr 
viele verschiedene Weisen möglich. — Die Zahl der Fälle, welche 
bei den Durchmischungen als gleich möglich hingestellt wird, 
ist schon bei massiger Zahl der zu mischenden Gegenstände 
eine enorm grosse. Demgemäss begründet aber auch in der 
That erst ein sehr lange fortgesetztes Durchmischen die Berech- 
tigung des in Rede stehenden Wahrscheinlichkeits - x^nsatzes. 
Findet ein solches nicht in zureichender Weise Statt, so darf für 
die Wahrscheinlichkeits - Betrachtung die vor dem Mischen be- 
stehende Anordnung nicht ausser Acht bleiben, und es ergiebt 
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sich dann kein bestimmtes Resultat, mag nun dieselbe bekannt 
oder unbekannt sein. Insbesondere muss hervorgehoben werden, 
dass der blosse Mangel einer bestimmten Kenntniss hinsichtlich 
der bestehenden Anordnung uns nicht zu einem bestimmten Wahr- 
scheinlichkeits-Änsatz berechtigt; denn es würden unter diesen 
Umständen Fragen der verschiedensten Art sich aufdrängen, etwa 
ob die Anordnung in einer absichtlichen Weise, zu diesem oder 
jenem Zwecke hergestellt worden sei u. dgl. ; bei solchen Ueber- 
legungen kommt dann, wie wir ja schon früher sahen, ein be- 
stimmtes zahlenmässiges Ergebniss nicht mehr heraus. 

Wenden wir uns endlich zu der Untersuchung desjenigen 
Spieles, welches in der Yornahme von Ziehungen aus einem mit 
verschiedenfarbigen Kugeln gefüllten Gefasse besteht. Auch 
dieses bietet dem Verständniss keine Schwierigkeit, sobald wir 
die Verhältnisse desselben durch gewisse weitere Bestimmungen 
präcisiren, Bestimmungen, welche aber auch für die Correctheit 
des üblichen Wahrscheinlichkeits-Ansatzes durchaus erforderlich 
sind. Dieser besteht, wie bekannt, darin, dass wenn in dem 
Gefilsse n schwarze und m weisse Kugeln enthalten sind, die 
Wahrscheinlichkeit eine schwarze resp. weisse zu ziehen durch 

die Brüche — ^ — und -^ — ausgedrückt wird. Unter den aus 
n + ra n -j- in ^ 

der Discussion der vorigen Beispiele abgeleiteten allgemeinen Vor- 
aussetzungen ergiebt sich nun hier, wie man leicht sieht, nur, dass 
die Ziehung benachbarter Kugeln sehr nahe gleich wahrscheinlich 
ist; dass aber, wie man zunächst vielleicht zur Begründung jenes 
Wahrscheinlichkeits- Ansatzes annehmen möchte, die Ziehung jeder 
beliebigen Kugel, z. ß. einer in der Mitte und einer am Boden 
des Gefässes befindlichen mit der gleichen Wahrscheinlichkeit 
zu erwarten ist, dies kann keineswegs behauptet werden; es ist 
sogar, bekannten psychologischen Erfahrungen gemäss, ganz 
sicher nicht der Fall. 

Demgemäss kann auch der übliche Wahrscheinlichkeits- 
Ansatz nur dann als begründet gelten, wenn entweder jede An- 
ordnung der Kugeln als gleich wahrscheinlich angesehen werden 
darf, d. h. wenn man diese sehr sorgfältig durcheinander- 
gemischt hat, oder wenn bekannt ist, dass in jedem kleinen Teile 
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des ganzen Gefllsses schwarze und weisse Kugeln in sehr an- 
nähernd oder genau demselben Zahlenverhältniss, n zu m, ent- 
halten sind. Wenn aber die eine oder die andere dieser Voraus- 
setzungen zutrifft, so ist die Richtigkeit unseres Wahrscheinlich- 
keits-Ansatzes, besser gesagt seine Zurückführbarkeit auf die aus 
den übrigen Zufalls-Spielen entwickelten allgemeinen Annahmen 
unmittelbar evident^). 

4, In der Verfolgung einzelner Beispiele noch weiter zu 
gehen, wird nicht erforderlich sein; wir müssen vielmehr jetzt 
an die Frage herantreten, ob die Wahrscheinlichkeits-Ansätze, 
auf welche wii- hier geführt worden sind, diejenige Auffassung, 
welche nach den Erörterungen des vorigen Cap. ihnen zu vindi- 
ciren wäre, in der That zulassen. Ehe wir diese Frage zu be- 
antworten versuchen, ist es aber notwendig uns genau darüber 
klar zu werden, was hier eigentlich zu erstreben ist. Gehen wir 
von der Voraussetzung aus, dass die auf die Zufalls-Spiele be- 
zuglichen Wahrscheinlichkeits-Ansätze streng richtige sind, so 
hätten wir Veranlassung, einen allgemeinen und strengen Nach- 
weis dafar zu fordern, dass dieselben wirklich die Grössen-Be- 
ziehungen indifferenter ursprünglicher Verhaltungs- Spielräume 
ausdrücken. Nun versteht es sich aber von selbst, dass hierfür, 
als für einen Sachverhalt von realer Bedeutung, niemals ein 
absolut zwingender, etwa mathematischer oder rein logischer 
Beweis geliefert werden kann. Wenn wir also auch die betref- 
fenden Wahrscheinlichkeits-Sätze für berechtigt erklären, so kann 
dies immer nur heissen, dass sie auf wolbegmndeten Vorstel- 
lungen beruhen; es erscheint aber gar nicht möglich, im Voraus 
für diese Vorstellungen eine bestimmte Art. oder einen be- 
stimmten Grad der Sicherheit in Anspruch zu nehmen. Dieser 
für die ganze Wahrscheinlichkeits-Theorie ausserordentlich wich- 
tige Umstand, dass die Wahrscheinlichkeits-Sätze stets auf Vor- 
aussetzungen von objectiver Bedeutung und daher selbst nur 
relativer Sicherheit beruhen, wird uns alsbald eingehender zu 



1) Da im Folgenden häufig die Ziehung von Kugehi aus einem Gefass 
als Erläuterungs-Beispiel herangezogen wird, so hemerke ich hier, dass 
dabei immer eine derartige Einrichtung des Spiels vorausgesetzt wird. 
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beschäftigen haben*); gegenwärtig sehen wir, dass als notwendig 
zu erreichendes Ziel unsere Untersuchung nicht angesehen werden 
kann, die in Eede stehenden Wahrscheinlichkeits-Sätze, von dem 
Princip der Spielräume ausgehend, zu beweisen, sondern nur sie 
im Sinne jenes Princips begreiflich zu machen. Dass sich 
dabei die ihnen zu Grunde liegenden Vorstellungen als äusserst 
plausible und wolbegründete herausstellen werden, lässt sich 
allerdings im Voraus vermuten. 

5, Zuvörderst nun ist das ganz unmittelbar ersichtlich, dass 
wenn wir fragen, ob bei einem Zufalls-Spiele dieses oder jenes 
Resultat eintreten werde, wirklich eine Erwartungsbildung 
Statt finden muss; die Gesammtheit alles dessen, was wir über 
das Verhalten der Wirklichkeit wissen, reicht nicht aus, um den 
Erfolg vorauszubestimmen. Es ist daher nicht etwa bloss ein 
Mangel an Ueberlegung, an Verwertung imseres Wissens, son- 
dern ein wirklicher Mangel an positiver Kenntniss, was uns den 
Erfolg ungewiss erscheinen lässt. Und zwar werden wir die Er- 
wartungen gegen einander abzuwägen haben, dass die Gesammtheit 
der bedingenden Umstände sich so verhalte, wie es dem Ein- 
treten des einen, oder so, wie es dem Eintreten des anderen 
fiesultats entspricht. Wir können aber auch weiter verstehen, 
dass diese Erwartungsbildung eine freie ist, dass alles, was wir 
wissen und was wir, nach Principien logischen Zusammenhanges 
zu vermuten berechtigt sind, zwischen den dem einen und dem 
anderen^ Erfolge entsprechenden Spielräumen jenes Verhaltens 
durchaus keinen Unterschied macht, oder dass die von der einen 
und der andern jener Annahmen umfasstenSpielräumen indifferent 
sind. Dies muss der Fall sein, sobald die zu vergleichenden 
Teile innerhalb des ganzen als möglich erscheinenden Spielraums 
in beständiger Abwechselung und bestimmtem Grössen- Verhältniss 
gemischt sind. Ich bemerke, dass hier die früher in Aussicht 
gestellte Erledigung des gegen die Annahme indifferenter Spiel- 
räume erhobenen allgemeinen Bedenkens Statt findet. In der 
That kann es, wie dort mit Recht geltend gemacht wurde, wol 
kaum vorkommen, dass alle Teile eines ganzen überhaupt in 



1) Vergl. Cap. IV, 2 und Cap. VI, 
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Frage kommendeD Spielraums als gleichwertig anzusehen sind; 
auch hier liegt dieser Fall gewiss nicht vor. Für die längs einer 
Bahn fortzustossende Kugel z. B. wird die Durchlaufung gewisser 
massiger Weglängen mit der grössten, die kleinerer oder grösserer 
mit relativ geringerer Wahrscheinlichkeit zu vermuten sein. Diese 
nicht scharf charakterisirten und ganz unbestimmbaren Wahr- 
scheinlichkeiten fallen aber aus der Betrachtung heraus und die 
Erwartungsbildung wird eine freie, sobald es sich um die Ver- 
gleichung der Gesammt- Werte für die beständig in gleicher Breite 
wechselnden schwarzen und weissen Streifen handelt. Es kann 
zwar keineswegs zwischen je zwei beliebigen Stücken des Spiel- 
raums, wol aber zwischen dem gesammten das Eesultat Schwarz 
bedingenden und dem gesammten das Eesultat Weiss bedingen- 
den Teile die Beziehung der Indifferenz bestehen. Dem entspricht 
es denn auch, dass alle üeberlegungen , durch welche wir diese 
oder jene Besonderheit der bedingenden Umstände, einen starken 
oder einen schwachen Stoss, eine Würfel - Bewegung dieser oder 
jener Art etwa wahrscheinlich machen können, doch für die 
Erwartung des einen oder des anderen Erfolges durchaus irrele- 
vant erscheinen. 

6. Wenn somit eine Erwartungsbildung, bei welcher es we- 
sentlich auf die Vergleichung von Spielräumen ankommt, wirklich 
vorliegt, so wird nun an zweiter Stelle zu fragen sein, ob die 
hier zu beurteilenden Spielräume in bestimmt angebbaren Grössen- 
Verhältnissen stehen, ob sie in dem früher eingeführten Sinne 
des Wortes vergleichbar sind. Auch diese Frage bedarf einer 
besonderen Erledigung ; denn wenn auch diejenigen Werte, welche 
zeitliche Coincidenzen oder räumliche Configurationen* bestimmen, 
ohne Schwierigkeit und allgemein commensurabel erscheinen, 
so ist doch, wie wir gesehen haben, diese durchgängige Ver- 
gleichbarkeit nicht überall zu finden, sondern es giebt auch reale 
Verhaltungsweisen anderer Art, bei welchen verschiedene Wert- 
Bereiche in mannichfaltiger Art untereinander verglichen werden 
können, also in dem strengeren Sinne des Wortes nicht ver- 
gleichbar sind. Schon in dem früher erörterten Beispiele eines 
Systems von materiellen Punkten würden die Geschwindig- 
keiten Grössen dieser letzteren Art darstellen, und für die Ab- 
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wägung der Erwartimg, ob eine Geschwindigkeit zwischen 1 und 
2 Millimeter per Secunde, oder zwisclien 1 und 2 Kilometer per 
Secunde betrüge, giebt es keine Richtschnur. Für die Gesammt- 
heit derjenigen Dinge nun, welche bei irgend einem Zufalls- 
Spiele den Erfolg bestimmen, lässt ohne Zweifel unsere ungenaue 
Kenntniss das thatsächlich realisirte Verhalten in einer sehr 
grossen Zahl verschiedenartigster Beziehungen unbestimmt. Denn 
es ist eine ganz unübersehbare Menge von Umständen, welche 
auf den Modus unserer willkürlichen Bewegungen, insbesondere 
wenn diese „in einer ganz beliebigen Weise** ausgeführt werden 
sollen, Einfluss üben, und alle diese Dinge sind ims jedesmal 
nur ganz ungenau oder gar nicht bekannt. Es kommen hier 
die sinnlichen Eindrücke ins Spiel, welche gerade Statt finden, 
und welche von der ganzen Mannichfaltigkeit der Zustände der 
Umgebung abhängen; es kommen die inneren physiologischen 
Verhältnisse des Gehirns, der Nerven und der Muskeln in 
Betracht, welche wiederum eine weit verzweigte Abhängigkeit 
darbieten; es machen sich die psychischen Zustände geltend, 
welche als Gedanken -Verläufe, Stimmungen etc. durch eine 
Menge früherer Verhältnisse beeinflusst sind. Die Gesammt- 
heit aller dieser Dinge wird man nun immer, wie verschieden- 
artig sie auch sein mögen, in eine sehr grosse Anzahl einzelner 
Verhaltungsweisen zergliedert denken können, für deren jede 
ein gewisser, wenn auch keineswegs scharf zu begrenzender Spiel- 
raum nach Maassgabe unserer ungenauen Kenntniss als möglich 
erschiene. Diese Zergliederung lässt sich offenbar in sehr ver- 
schiedenartiger Weise denken: es können Verschiedenheiten zeit- 
lichen Zusammentreffens oder Verschiedenheiten gleichzeitigen 
Verhaltens ins Auge gefasst, und insbesondere die letzteren auch 
in der mannichfaltigsten Weise dargestellt werden. Immerhin 
ergiebt sich, wie diese Zerlegung auch ausgeführt werden mag, 
ein Gesammt-Complex von Möglichkeiten durch die Combinationen 
aller der einzelnen als möglich erscheinenden Differenzen. Ganz 
im Allgeöieinen werden nun, wie man sofort übersieht, zwei ver- 
schiedene Verhaltungsweisen durchaus incommensurable Spiel- 
räume umfassen können. Die besondere Eigentümlichkeit der 
Zufalls -Spiele bringt es aber mit sich, dass für die ihnen zu- 
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gehörigen Wahrscheinlichkeits - Ansätze eine solche allgemeine 
Vergleichbarkeit auch nicht gefordert wird, sondern es immer 
nur auf die Vergleichung von Spielräumen ankommt, welche 
in jeder Beziehung nur ganz wenig verschiedene Verhaltungs- 
weisen umfassen; denn die kleinen Variirungen der Bewegungs- 
Modi, welche erforderlich sind, um an die Stelle eines Spiel- 
Resultats ein anderes treten zu lassen, werden auch durch kleine 
Variirungen in den gesammten die Bewegung bestimmenden Umstän- 
den herbeigeführt werden können. In der That sagen wir uns leicht, 
dass die Frage, ob Jemand 5 oder 6 werfen werde, mit Bezug 
auf ein beliebiges Stadium der dies bestimmenden Vorbedingun- 
gen nicht die Entscheidung zwischen der Annahme zweier 
ganz verschiedener Verhaltungsweisen verlangt, sondern sich nur 
auf ganz geringfügige Differenzen bezieht, welche viel kleiner 
sind als der gesammte Umfang des möglich Erscheinenden. 
Wie wir uns nun auch die Gesammtheit aller Verhaltungs- 
weisen in einzelne Bestimmungen zerlegt denken, jedenfalls 
müssen, wenn nicht alle, so doch weitaus die meisten derselben 
derart sein, dass für sie ein gewisser Spielraum -möglich 
erscheint und innerhalb dieses eine Vergleichbarkeit 
kleinster und benachbarter Teile Statt finden. Für 
alle Verhältnisse, welche in irgend einer Weise sich durch 
extensive oder intensive Grössen-Bestimmungen darstellen lassen, 
muss dies zutreffen. Denken wir an eine Temperatur oder 
an eine Geschwindigkeit, so sind allerdings entfernte Wert- 
Bereiche nicht commensurabel, weil Grössen dieser Art in ver- 
schiedener Weise gemessen werden können. Nichtsdestoweniger 
aber wird z. B. behauptet werden dürfen, dass ein Tempe- 
ratur - Spielraum von 5^,65 bis 5^,66 und einer von 5*^,6G 
bis 5^,67 mit grösster Annäherung als gleich anzusehen 
sind, da diese Aufstellung bei jeder beliebigen Messungs- 
weise ganz gleichmässig zutreffen würde. So kann ganz all- 
gemein für jede im mathematischen Sinne continuirlich ver- 
änderliche Bestimmung eine Vergleichbarkeit der einem sehr 
kleinen Bereiche angehörigen Elemente behauptet werden, eine 
absolut präcise streng genommen im unendlich Kleinen, eine sehr 
annähernd präcisirte aber auch innerhalb kleiner endlicher Be- 
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reiche *). Diese Vorstellung einer Vergleichbarkeit innerhalb kleiner 
Bezirke glaube ich an dieser Stelle als hinlänglich einleuchtend 
voraussetzen zu dürfen; eine erschöpfende Begründung derselben 
wäre selbstverständlich ausserhalb einer ganz allgemeinen Theorie 
der numerischen Bestimmbarkeit nicht zu geben und würde 
somit die Grenzen überschreiten, welche wir entsprechend unserer 
speciellen Aufgabe einzuhalten haben. 

Man kann sich nun leicht überzeugen, dass diese Eigenschaft 
der Vergleichbarkeit innerhalb kleinster Bereiche, der continuirlichen 
Veränderlichkeit für die allermeisten derjenigen Punkte, in welchen 
wir uns ein reales Verhalten variirbar denken können, thatsächlich 
Statt findet. Mögen wir an räumliche Anordnungen oder zeit- 
liche Beziehungen, mögen wir an die Grösse oder die Verteilung 
von lebendigen Kräften denken, oder mögen wir uns die Quantität, 
in der irgend welche Substanzen überhaupt vorhanden sind, 
variirt denken : überall zeigt sich auf den ersten Blick die gleiche 
Eigentümlichkeit. Nicht minder aber kommt sie auch denjenigen 
Verhältnissen zu, welche, wie etwa qualitative oder quantitative 
Differenzen psychischer Zustände keine unmittelbare Dar- 
stellung in Eaum-, Zeit- und Massen - Grössen zulassen; denn 
auch für diese genügt irgend eine funktionelle Abhängigkeit von 
materiellen Vorgängen, um ein willkürliches Maass, eine beliebige 
mathematische Darstellung zu gewinnen, wobei wiederum kleinste 
benachbarte Elemente eindeutig vergleichbar werden müssen. 

Hieraus folgt nun unmittelbar, dass auch innerhalb eines 
combinirten, sehr viele derartige Bestimmungen enthaltenden 
Spielraums kleine und benachbarte Elemente ihrer Grösse nach 
vergleichbar zu denken sind. 

Dass alsdann auch zwischen den Gesammt-Werten der den 
verschiedenen Resultaten entsprechenden Spielräume eine angeb- 
bare Grössen-Beziehung Statt findet, erscheint zufolge der Durch- 
einandermischung ihrer Teile ebenfalls leicht begreiflich, sobald 
vorausgesetzt werden darf, dass das Grössen-Verhältniss der regel- 
mässig abwechselnden Elemente überall sehr annähernd dasselbe 

1) Auf den Umstand, dass die bei den Zufalls-Spielen Statt findende 
Vergleicbbarkeit der Spielräume nicht als eine absolut mathematisch scharfe 
angesehen werden kann, werden wir später noch zurückzukommen haben, - 
von Kries, Wahrscheiulichkeits-Bechnnng. ^ 
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ist. Wir haben hier die nicht ungewöhnliche mathematische 
Erscheinung, dass ein Bruch einen angebbaren Wert besitzt, 
d. h. zwischen Zähler und Nenner eine bestimmte Grössen- 
Beziehnng Statt findet, obwol weder Zähler noch Nenner ftr 
sich bestimmt angebbare Grössen darstellen. Auch andersartige 
Beispiele, durch welche wir dies Verhalten erläutern, sind leicht 
zu ersinnen; so könnten wir uns denken, dass Hab' und Gut 
irgend Jemandes sich aus verschiedenen Elementen zusammen- 
setzt, Geld, Grundstücken, Vieh etc., welche, unter den fingirten 
Verhältnissen, ihrem Werte nach unter einander ganz unver- 
gleichbar wären; gleichwol würde sich sagen lassen, dass der 
Besitz des A das Doppelte von dem des B sei, wenn A 20 
Taler und B 10 Taler, A 2 und B einen Morgen Land, A 100 
und B 50 Schafe besitzt etc. 

In ähnlicher Weise werden auch die beiden Verhaltungs- 
Spielräume, welche die Würfe 5 oder 6 bedingen, gleich zu 
nennen sein, wiewol jedem einzelnen derselben eine in irgend 
welcher bestimmten Einheit anzugebende Grösse nicht zukommt *). 

1) Die Art und Weise, wie innerhalb eines sehr zusammengesetzten 
Verhaltungs-Spielrauras der bedingenden Umstände diejenigen Teile, welche 
den verschiedenen Spiel -Resultaten entsprechen, mit einander abwechseln, 
will ich versuchen, noch etwas anschaulicher zu machen; doch werde ich 
mich dabei auf den Fall nur zweier Resultate beschränken, welche -— wir 
wollen an das Stoss-Spiel denken — kurz als Schwarz und Weiss bezeichnet 
werden sollen. Es zerfiele sonach der ganze Verhaltungs-Spielraum der be- 
dingenden Umstände in schwarzergebende und weissergebende Teile. Was 
nun Gestaltung und Anordnung derselben anlangt, so wäre es natürlich 
fehlerhaft, vorauszusetzen, dass jede der bedingenden Yerhaltungsweisen die 
Eigenschaft haben muss, dass, wenn wir sie, und zwar sie auschliesslich 
variirt denken, dieser Variirung eine vielfache Abwechselung von Schwarz 
und Weiss entsprechen müsse. Stellen wir uns das, was wir den Verhaltungs- 
Spielraum nennen, wie schon früher vorgeschlagen wurde (S. 43, Anm. 2), 
als einen sehr viel -dimensionigen Raum vor, so braucht Form und 
Lagerung der schwarz- und der weissergebenden Teile keineswegs derart 
zu sein, dass jede beliebige, durch den Raum gelegte gerade Linie in 
vielfachem Wechsel schwarz- nnd weissergebende Teile durchschneidet. 
Wenn der ganze Verhaltungs-Spielraum Verschiedenheiten nur in einer 
einzigen Beziehung umfasste, er also durch eine gerade Linie darzustellen 
wäre, so könnte freilich die Gesammt-Gleichheit der schwarz- und der 
weissergebenden Teile nur in der Art Statt finden, dassi die ganze Linie 
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Für die Vorstellung, dass die Wahrscheinlichkeits-Zahlen 
immer das Grössen-Verhältniss kleiner und benachbarter Spiel- 
raums-Elemente angeben sollen, scheint auf den ersten Blick 
eine gewisse Schwierigkeit in der unter Umständen sehr grossen 
Zahl der bezüglich ihrer Wahrscheinlichkeit vergleichbaren Möglich- 
keiten zu liegen, so insbesondere, wenn die Eesultate vieler Einzel- 
fälle in Betracht gezogen werden. So erhalten wir ja z. B., 
wenn 6 mal gewürfelt wird, schon 6* gleich mögliche Eeihen- 
folgen von Würfen. Es muss indessen berücksichtigt werden, 
dass, je zahlreicher die einzelnen in Betracht kommenden Be- 
stimmungen sind, deren Verschiedenheiten den Verhaltungs- 
Spielraum constituiren, um so grösser auch die Zahl der an ein 
einzelnes Element desselben anstossenden und somit auch der 
ihm nahe benachbarten Elemente ist. Während z. B. die Ver- 
schiedenheiten einer einzigen Bestimmung durch die Punkte einer 
geraden Linie darzustellen sind und in dieser ein Element von 



in kleine Stücke der einen und der anderen Art zerfällt. Kommen dagegen 
zwei Yerhaliungsweisen in Betracht, so können diese durch die beiden 
Coordinaten einer Ebene dargestellt werden, und es kann nun jenes Resultat 
sich ergeben, sowol wenn die vielfache Abwechselung in beiden Richtungen, 
als auch, wenn sie nur in einer Richtung Statt findet; im ersteren Falle 
zerlegt sich die Ebene schachbrettartig in schwarz- und weissergebende 
kleine Felder, im anderem dagegen in schmale, aber mehr oder weniger 
langgestreckte Streifen. Bei drei Bestimmungen, welche wir uns noch 
durch die drei Coordinaten unseres Anschauungs-Raumes darzusteUen ver- 
mögen, könnten die Elemente in allen drei Richtungen oder in zwei oder 
nur in einer klein sein, und der Raum zerlegte sich demgemäss entweder in 
kleine Würfel oder in dünne Säulen oder in Schichten; alle diese Fälle 
würden für das Resultat ganz äquivalent sein. Je 'zahlreicher die Ver- 
haltungsweisen sind, die ins Spiel kommen, um so mehr Möglichkeiten 
ergeben sich auch für diesen Modus der Zerlegung; natürlich kann auch 
sehr wol in einem Teil des ganzen Verhaltungs - Spielraums der eine, in 
anderen ein anderer Modus der Teilung bestehen. Wenn wir also behaupten, 
dass jedem schwarzergebenden Elemente sich stets ein benachbartes sehr 
nahezu gleiches weissergebendes an die Seite stellen lässt, so wird dies nun 
genauer dahin auszudrücken sein, dass die beiden Elemente sich in irgend 
einer kleineren oder grösseren Zahl von Beziehungen nur wenig, in anderen 
event. gar nicht unterscheiden, und dass sie in einer kleinen oder grossen 
Zahl von Dimensionen klein, in anderen mehr oder weniger ausgedehnt, 
aber sehr annähernd gleich begrenzt sind, 

5* 
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zwei anderen begrenzt wird, stösst in der quadratisch geteilten 
Ebene, durch deren Coordinaten wir zwei Bestimmungen darstellen 
könnten, ein Element mit 8 anderen, in einem in Würfel zerfallen- 
den, dreifach bestimmten Eaume jeder mit 26 anderen Würfeln 
zusammen. Da nun unsere Verhaltungs-Spielräume stets sehr zahl- 
reiche Einzelbestimmungen umfassen, so ist die Vergleichbarkeit 
selbst so vieler nahe benachbarter Elemente wol verständlich. 

7. Aus dem Bisherigen geht hervor, dass sowol die In- 
differenz als die Vergleichbarkeit der Spielräume bei den auf die 
Erfolge von Zufalls-Spielen bezüglichen Annahmen als realisirt 
betrachtet werden darf, wenn zwischen den, den verschiedenen 
Resultaten entsprechenden benachbarten kleinen Spielraums-Ele- 
menten überall sehr annähernd das gleiche Grössen-Verhältniss 
besteht. Unser Interesse concentrirt sich jetzt also wesentlich 
auf die Frage, ob dies wirklich allgemein, d. h. mit Beziehung 
auf die möglich erscheinenden Verhaltungsweisen eines beliebigen 
Stadiums der bedingenden Umstände angenommen werden kann. 
Nach den früheren Auseinandersetzungen föUt diese Frage mit der 
anderen zusammen, ob kleinen benachbarten und gleichen Wert- 
Bereichen irgend eines Effects unserer willkürlichen Bewegungen 
kleine benachbarte und gleiche Elemente jenes Verhaltungs-Spiel- 
raums zugehören. Dass nun dies in der That so sei, wird zwar 
niemals streng bewiesen werden können, es erscheint aber als 
eine sehr nahe liegende und verständliche Annahme; leichte Ueber- 
legungen können uns zeigen, dass dieselbe wirklich eine äusserst 
plausible, ja dass das Nichtzutreffen derselben kaum denkbar ist. 
Wir können zunächst bemerken, dass eine stetige Abhängigkeit 
eines realen Verhaltens von irgend einem andern jedenfalls keinen 
besonders wunderbaren, sondern einen gewiss sehr vielfach ver- 
wirklichten Modus des Zusammenhanges darstellt; nichts anderes 
aber als eine solche stetige Abhängigkeit bildet den Inhalt der in 
Rede stehenden Annahme. Weiter aber lässt sich einsehen, dass 
die Art und Weise, wie die hier betrachteten willkürlichen Be- 
wegimgen zu Stande kommen, eine ganz besondere und für die 
Begründung iener Annahme nicht ohne Bedeutung ist, dass 
nämlich jene Bewegungen durch das Zusammenwirken einer 
grösseren Zahl von Factoren sich zusammensetzen. 
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und dass die Art und Weise wie die Variirung eines jeden dieser 
Pactoren das Resultat beeinflusst, innerhalb gewisser Grenzen von 
dem gleichzeitigen Verhalten aller übrigen unabhängig ist. So 
können wir z. B. bemerken, dass bei dem Stoss-Spiel derjenige 
Wert, auf den es ankommt, die Stärke der in der Bahn-Eichtung 
gelegenen Componente des Impulses, einerseits durch die Stärke 
des Stosses überhaupt, anderseits durch die, ebenfalls innerhalb 
gewisser Grenzen variable Richtung desselben bestimmt wird. Die 
Variirungen der Richtung aber beeinflussen den Effect in einer 
Weise, welche sich bei Veränderungen der Kraft nicht plötzlich 
verändert, sondern sehr nahezu davon unabhängig ist, ob die 
Kraft etwas grösser oder geringer ist. Wir können ferner daran 
erinnern, dass, wenn der Stoss als ein bestimmter Bewegungs- 
Modus gegeben wäre, auch die gerade Statt findende Körper- 
haltung eine verschiedene sein kann und so wieder Kraft und 
Richtung des die Kugel bewegenden Impulses variabel wäre. 
Endlich könnte geltend gemacht werden, dass jede Bewegung 
durch die gleichzeitige oder schnell aufeinanderfolgende An- 
strengimg einer ganzen Anzahl von Muskeln sich zusammensetzt, 
deren jede zum Mindesten innerhalb enger Grenzen unabhängig 
von den anderen variabel gedacht werden kann. So wirken für 
den schliesslich in Betracht kommenden Bewegungs - Effect, die 
Grösse der in die Bahn - Richtung fallenden Componente des 
Stosses, in der That eine grosse Anzahl von Einzelvorgängen 
zusammen. Es ist nun leicht unmittelbar zu übersehen, dass 
bei einer solchen Art des Zustandekommens sich für die ver- 
schiedenen Beträge des Effects immer eine stetige Wahrschein- 
lichkeit ergeben muss. In der That, denken wir uns auch, 
dass für einen der Factoren die Wahrscheinlichkeit eine un- 
stetige sei, dass etwa ein ganz bestimmter Wert für die Kraft 
des Stosses als ganz vorzugsweise wahrscheinlich zu erachten 
wäre, so würde doch zufolge der stetigen Wahrscheinlichkeit, 
welche mit Bezug auf die Richtung des Stosses besteht, und 
der nahezu gleichen Art und Weise, wie diese bei wenig ver- 
schiedener Kraft die wirksam werdende Componente beeinflusst, 
in der Wahrscheinlichkeit, welche bezüglich der Werte dieser 
letzteren Statt findet, jene bezüglich des einen Factors bestehende 
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Unstetigkeit schon einigermaassen ausgeglichen erscheinen. Bei 
einem Effect also, welcher durch das in der oben bezeichneten 
Weise unabhängige Znsammenwirken vieler einzelner Factoren zu 
Stande kommt, genügt schon die Stetigkeit der Wahrscheinlichkeit 
für einige wenige dieser Factoren, um auch die Wahrscheinlichkeit 
für den Gesammt-Effect zu einer stetigen zu machen. Je zahlreicher 
also und verschiedenartiger diese Einzelfactoren sind, mit um so 
grösserer Sicherheit und in um so höherem Grade wird eine Stetigkeit 
für die Wahrscheinlichkeit des Effects angenommen werden dürfen. 

Dieses unmittelbar zu übersehende Verhalten können wir 
nun auch in strengerer Form ausdrücken, indem wir auf die 
Elemente eines Verhaltungs - Spielraums bedingender Umstände 
recurriren. Bei der Abhängigkeit von sehr zahlreichen Ver- 
haltungsweisen wird immer anzunehmen sein, dass wenigstens 
einige darunter sind, durch deren stetige Veränderung auch der 
betreffende Bewegungs-Effect sich innerhalb gewisser Grenzen stetig 
verändern würde. — Dies genügt aber, um die Grössen-Gleichheit 
derjenigen benachbarten Elemente, welche gleichen Wert-Bereichen 
des Effects entsprechen, herzustellen. 

Hiermit sind wir bezüglich der wichtigsten Punkte der 
ganzen Untersuchung hinlänglich orientirt und es erübrigen nur 
noch wenige Bemerkungen. 

Die Frage nach der Ursprünglichkeit jener Grössen- 
Verhältnisse können wir in sehr einfacher Weise erledigen 
Erstlich lässt sich darauf hinweisen , dass die eben angestellten 
Betrachtungen ganz allgemeine sind, und dass sie daher mit 
Bezug auf jedes , beliebig weit zurückgelegene frühere Stadium 
der bedingenden Umstände angestellt werden dürfen. Schon 
hieraus ergiebt sich, dass wir es mit einem Grössen -Verhältniss 
ursprünglicher Verhaltungs-Spielräume zu thun haben, und dass, 
sofern jene Betrachtungen überhaupt richtig sind, sie auch diesen 
Punkt bereits erledigen. Versuchen wir eine noch genauere 
Ausfährung unserer Vorstellungen in dieser Hinsicht, so müssen 
wir zunächst uns deutlich machen, dass, wenn Jemand würfelt« 
das Besultat, welches herauskommt, ja selbstverständlich nicht 
bloss durch den unmittelbar vorher Statt findenden Zustand alles 
Existirenden, sondern ebensowol auch durch denjenigen, welcher 
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vor einem oder vor hundert Jahren Statt fand, mit Notwendig- 
keit bestimmt ist. Je weiter wir aber die Bedingungen eines 
gegenwärtigen Geschehens, welches nur einen relativ ganz 
geringen Teil alles Vorhandenen betrifft, uns in frühere und 
frühere Zeiten zurückverfolgt denken, um so zahlreicher werden 
die Momente, welche in Betracht kämen, um so geringfügiger 
zugleich die Unterschiede, welche schon genügen könnten, um 
bemerkliche Differenzen jenes Geschehens zu bedingen, um so 
mehr also tritt jene Art der Abhängigkeit hervor, welche uns 
das Stattfinden jener Grössen-Beziehungen in den Spielräumen zu 
behaupten gestattete. Es wird also nicht zu bezweifeln sein, dass 
eben jener Modus der ürsprünglichkeit hier Statt findet, welchen 
wir an den Configurations-Spielräumen, als einem fingirten Fall, 
erläutert hatten : wir erreichen keinen Endpunkt der Betrachtung, 
bis auf den zurückzugehen erforderlich und über den hinauszugehen 
unmöglich wäre; das betreffende Grössen -Verhältniss ist aber 
insofern ein definitiv giltiges , als es für jeden beliebigen, noch 
so entfernten Zeitpunkt in gleicher Weise zutreffen muss. 

Am kürzesten können wir endlicli die letzte derjenigen 
Voraussetzungen behandeln, auf welche wir die Wahrscheinlich- 
keits-Sätze basirt fanden; diese bestand darin, dass die den 
verschiedenen Bewegungs-Effecten zuzuschreibende Wahrschein- 
lichkeit durch Funktionen darzustellen sind, welche eine mit dem 
Wechsel der Spiel - Eesultate zusammentreffende Periodicität 
nicht aufweisen. 

Dass diese Bedingung hier erfüllt ist, kann keinem nennens- 
werten Zweifel unterliegen. Die Zusammensetzung des Effects 
aus vielen einzelnen Factoren macht sich hier in ganz derselben 
Weise wie für die Stetigkeit der Wahrscheinlichkeit geltend. 
Schon für einen einzelnen Bewegimgs-Factor erscheint eine 
so eigentümliche Bedingtheit kaum denkbar, dass regelmässig 
alternirende Wert-Bereiche desselben je etwas grösseren und etwas 
kleineren Elementen des hinsichtlich der bedingenden Umstände 
anzunehmenden Verhaltungs-Spielraums entsprächen, und dass 
ausserdem diese Periode gerade mit der zusammenträfe, in 
welcher die Variirung jenes Wertes ein Alterniren der Spiel- 
Kesultate zur Folge hätte. Wäre aber eine solche Periodicität 
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verwirklicht, so würde sie gleichwol durch das Zusammenwirken 
mit anderen Factoren verwischt werden und für den resultirenden 
Effect nicht mehr existiren. Je zahlreicher und verschieden- 
artiger also die zusammenwirkenden Factoren sind, um so 
sicherer wird das Bestehen solcher Periodicitäten, welche die 
den verschiedenen. Spiel-Eesultaten entsprechenden Verhaltungs- 
Spielräume ungleich machen könnten, ausgeschlossen sein. 

8, Das Ergebniss dieser Untersuchung kann dahin resumirt 
werden, dass die Auffassung der auf die Zufalls- Spiele bezüglichen 
Wahrscheinlichkeits-Ansätze in dem durch das Princip der Spiel- 
räume geforderten Sinne jedenfalls zulässig ist, und dass die 
Annahmen, auf welchen, dieser Deutung gemäss, jene Wahr- 
scheinlichkeits-Sätze beruhen würden, als keinem erheblichen 
Zweifel unterliegend bezeichnet werden müssen. 

Wir haben hiermit erstlich eine bedeutungsvolle Bewährung 
des Princips und insbesondere auch die Ueberzeugung gewonnen, 
dass die durch dasselbe für die numerische Wahrscheinlichkeit 
postulirten logischen Verhältnisse nicht bloss fingirt sind, sondern 
bei bestimmten Gegenständen thatsächlich vorkommen können. 
Anderseits sind wir zu einem tieferen und gründlicheren Ver- 
ständniss der hier erörterten Wahrscheinlichkeits-Sätze gelangt. 
Es sollte mich sehr wundern, wenn man nicht den Sinn, in dem 
wir sie zu nehmen gelernt haben, auch unmittelbar in hohem 
Grade befriedigend fände. Die Behauptung, dass die Wahrschein- 
lichkeit, mit einem Würfel 1 zu werfen, = y sei, erweist sich in 
so vielfacher Beziehung als eine objectiv bedeutsame, dass man, 
einmal auf diese Deutung aufmerksam geworden, kaum mehr 
zweifeln wird, dass in ihr der gesammte Complex der für die 
bedingenden Umstände uns denkbar erscheinenden Möglichkeiten 
irgendwie messbar gedacht ist, und demgemäss dem sechsten 
Teile dieses Complexes die Eigenschaft, den Wurf 1 zu ergeben, 
zugeschrieben wird. Diese Anschauung hätten wir aus dem Princip 
der Spielräume unter der Voraussetzung, dass die Wahrschein- 
lichkeits - Sätze richtige sind, unmittelbar entnehmen können. 
Gleichwol habe ich die obige detaillirte Erörterung der Zufalls- 
Spiele natürlich nicht umgehen können; denn es handelte sich 
gerade darum, verständlich zu machen, wie die Messbarkeit 
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eines solchen Complexes vorzustellen ist, und wie wir die Be- 
hauptung jener bestimmten Maass-Beziehung begründen können. 
Nachdem diese Aufgabe gelöst ist, gelingt es leicht, die Beding- 
ungen, an welche hier die Aufstellbarkeit numerischer Wahrschein- 
lichkeit geknüpft erscheint, allgemeiner sowol als auch leichter 
verständlich anzugeben, so dass für die Entscheidung, ob irgend 
welche andere Gebiete etwas Aehnliches zeigen, dadurch wertvolle 
Anhaltspunkte gewonnen werden. 

Als die wesentliche Eigentümlichkeit der Zufalls-Spiele ist 
es anzusehen, dass diejenigen Ereignisse, deren Wahrscheinlichkeit 
zahlenmässig zu vergleichen ist, die Spiel-Eesultate, als die Er- 
gebnisse sehr mannigfaltiger, uns möglich erscheinender Ver- 
haltungsweisen der bedingenden Umstände in der Art auftreten, 
dass sie in regelmässiger Abwechselung und sehr annähernd con- 
stantem Ausdehnungs-Verhältniss kleinen Teilen des gesammten 
Verhaltungs-Spielraums entsprechen. Ob nun für irgend welche 
andere Ereignisse etwas Aehnliches Statt findet, darüber vermögen 
wir, wenigstens häufig, auf Grund einer allgemeinen Kenntniss 
von der Art ihres Zustandekommens uns eine gewisse Vorstellung 
zu machen. Es wird nur einer leichten Veränderung der obigen 
FormuUrung bedürfen, um dies auch in einer der gewöhnlichen 
Betrachtung nicht fremdartigen Weise zum Ausdruck zu bringen. 
Dass nämlich innerhalb des ganzen Verhaltungs-Spielraums die- 
jenigen Teile, welche dem Eintreten und diejenigen, welche dem 
Ausbleiben eines Ereignisses entsprechen, vielfältig durcheinander 
gemischt sind, das heisst ja gar nichts Anderes, als was man 
gewöhnlich dahin auszudrücken pflegt, dass das Eintreten sowol 
als das Ausbleiben auf sehr viele verschiedene Weisen 
möglich erscheint.. Dies wäre also eine erste für die 
zahlenmässige Bezeichnung der Wahrscheinlichkeit erforderliche 
Bedingung. Hierzu kommt als zweite die, dass ein sehr annähernd 
constantes Grössen- Verhältniss zwischen denjenigen Teilen, welche 
das Eintreten, imd denjenigen, welche das Ausbleiben des betreffen- 
den Erfolges herbeiführen , als überall bestehend angenommen wer- 
den darf. Auch diese nun lässt sich leicht in eine Form bringen, in 
welcher sie uns gewohnter ist. Allemal nämlich ist unsere 
Kenntniss der bedingenden Umstände eine derartige, dass gewisse. 
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wenn auch nicht genau bestimmte Verhaltungsweisen uns am 
wahrscheinlichsten, andere, erheblich davon abweichende weniger 
wahrscheinlich sind, Unterschiede, welche weder scharf noch 
numerisch bestimmbar sich darstellen. Die Bedingung nun, dass 
in diesen verschiedenen, einander nicht gleichwertigen Teilen des 
gesammten Verhaltungs- Spielraums, die Grössen -Beziehung der 
unseren Erfolg bewirkenden resp. verhindernden Teile überall die- 
selbe sein solle, stimmt offenbar überein mit der, dass die Ver- 
mutungen, welche wir mit Bezug auf die gröberen 
Unterschiede des Verhaltens uns bilden können, 
für die Erwartung des betreffenden Erfolges ir- 
relevant erscheinen. So ist es in der That beim Stoss- 
Spiel, weil überall die schwarzen und weissen Streifen gleich 
breit sind, für die Erwartung der Resultate Schwarz und Weiss 
irrelevant, ob wir Veranlassung haben, einen starken oder einen 
schwachen Stoss zu vermuten. Wäre das Verhältniss ein un- 
gleiches ,. überwöge z. B. am Anfang und Ende der Bahn das 
Schwarz, in der Mitte das Weiss, so würden die Vermutungen 
über die grössere oder geringere Intensität des zu erwartenden 
Stosses auch far die Erwartung von Schwarz resp. Weiss nicht 
gleichgiltig sein. 

In diesen beiden Punkten wären die für die Angebbarkeit 
numerischer Wahrscheinlichkeiten wichtigsten Eigentümlichkeiten 
der Zufalls- Spiele zu erblicken. Dagegen lässt sich übersehen, 
dass die blosse Stetigkeit der Wahrscheinlichkeit für irgend ein 
reales Verhalten zwar ausserordentlich häufig sich wird behaupten 
lassen, ohne das Hinzutreten jener Besonderheiten aber zu der 
numerischen Darstellung bestimmter Wahrscheinlichkeiten im All- 
gemeinen nicht führen kann. 

Wir können nunmehr zu der specielleren Ausführung einer 
auf das Princip der Spielräume basirten Theorie der numerischen 
Wahrscheinlichkeit übergehen. 
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Capitel IV. 

Specielle Wahrscheinlichkeits - Theorie, 

1. Wenn wir sagen, dass ein gewisses Geschehen mit einer 
bestimmten, numerisch angebbaren Wahrscheinlichkeit zu er- 
warten sei, so haben wir dies, dem Bisherigen zufolge, dahin 
aufzufassen, dass hierin die positive Behauptung liege, das be- 
treffende Geschehen knüpfe sich als notwendige Folge an den so 
imd so vielsten Teil eines gewissen, durch die Ungenauigkeit 
unserer Kenntniss bestimmten Verhaltungs- Spielraums. Es liegt 
also dem Wahrscheinlichkeits - Satze wirklich, wie schon früher 
vermutet wurde, ein Wissen von objectiver Bedeutung zu 
Grunde. Auf diesen objectiven, in dem Wahrscheinlichkeits- 
Satze zum Ausdruck kommenden Inhalt, wollen wir zunächst 
unsere Aufinerksamkeit richten. Wir erkennen in ihm mit leichter 
Mühe wesentlich verschiedene Teile. Einerseits liegt eine gewisse 
Kenntniss des thatsächlichen Verhaltens vor, nach Massgabe 
welcher der für die Wahrscheinlichkeits -Bestimmungen wesent- 
liche Spielraum der Möglichkeit sich bestimmt. Dieselbe muss 
also, wenigstens teilweise, eine in dem früher dargelegten Sinne 
ungenaue sein; in anderen Beziehungen aber wie z. B. hin- 
sichtlich der für die Wahrscheinlichkeit bestimmenden Grössen- 
Verhältnisse kann auch ein genaues Wissen erforderlich sein. 
So liegt z. B., wenn wir beim Roulette mit der Wahrschein- 
lichkeit Y erwarten, dass Rot, resp. dass Schwarz fallen werde, 
die Kenntnis zu Grunde, dass die roten und schwarzen Felder 
des benutzten Spieles gleiche Ausdehnung haben, ferner die, dass 
überhaupt Jemand mit einer gewissen Kraft das Roulette in 
Drehung versetzen, dass es eine kleinere oder grössere Zahl von 
Umläufen machen werde u, s. w. Wenn anderseits gesagt wird, 
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dass so und so gross der Spielraum ursprünglicher Ver- 
haltungsweisen sei, welchem gewisse Differenzen des jetzt zu 
erwartenden Geschehens entsprechen, so involvirt diese Be- 
hauptung notwendig eine Kenntniss bezüglich der in diesem 
Gebiete geltenden Wirkungs - Gesetze. — Ohne auf eine ge- 
nauere Untersuchung über den Inhalt des gesammten hier in 
Betracht kommenden Wissens uns jetzt einzulassen (wir werden 
uns ihr alsbald eingehender zu widmen haben) können wir 
doch hier schon bemerklich machen, in welcher Weise die alte 
Controverse über den subjeetiven oder objectiven Sinn der Wahr- 
scheinlichkeits-Sätze zum Austrag kommt. Jeder Wahrschein- 
lichkeits - Satz enthält zunächst und unmittelbar eine Auf- 
stellung von Fällen, welche bei unserem gegenwärtigen indivi- 
duellen Wissens-Stande gleich möglich erscheinen, hat also eine 
subjective Bedeutung. Da aber eine solche Aufstellung nur im 
Anschluss an gewisse Kenntnisse von objectiver Bedeutung mög- 
lich ist, so gelangen auch diese in dem Wahrscheinlichkeits- 
Satze zum Ausdruck, und man darf daher sagen, dass derselbe 
implicite auch einen objectiven Sinn besitzt. Dieser letztere 
kann, wie sich leicht denken lässt, häufig der weit wichtigere 
sein. Halten wir uns an einfachste Fälle, so hat z. B. die Be- 
hauptung, dass die Ziehung einer schwarzen resp. weissen 
Kugel aus diesem Gefasse mit der Wahrscheinlichkeit y vermutet 
werden dürfe, implicite den Sinn, dass gleich viele schwarze und 
weisse Kugeln in demselben sind. Es versteht sich nun von 
selbst, dass der ganze objective Sinn, welcher so implicite in 
dem Wahrscheinlichkeits - Satze steckt, auch abgelöst für sich 
ausgedrückt werden kann, ohne dass das subjective Moment 
der Wahrscheinlichkeit dabei überhaupt erwähnt wird; nicht 
minder aber auch, dass dies nicht gelingen konnte, so lange man 
nicht gelernt hatte, die für die Wahrscheinlichkeit bestimmenden 
objectiven Verhältnisse sich deutlich zu machen. Nur einzelne 
Teile von jenem objectiven Inhalt, wie etwa die Zahlen- Verhältnisse 
schwarzer und weisser Kugeln, die centrische Lage des Schwerpunkts 
im Würfel u. dgl., konnten unter diesen Umständen direct nam- 
haft gemacht werden; andere aber, wie z. B. die alsbald genauer 
zu erörternden Verhältnisse der Begünstigung, der Unabhängig- 
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keit, war man nicht in der Lage anders zu bezeichnen, als durch 
die Art, wie sie unsere Erwartungen bestimmen. So konnte 
denn von einer Seite gesagt werden: ^Die Wahrscheinlichkeit 
mit einem Würfel 5 oder 6 zu werfen, ist thatsächlich gleich; 
dies ist objectiv richtig; weder das eine noch das andere 
ist begünstigt, objectiv wahrscheinlicher; in ähnlichem Sinne 
kann auch z. B. für die Wahrscheinlichkeit bei der Ausführung 
einer Beobachtung ein in gewissem Betrage fehlerhaftes Resultat 
zu erhalten, ein ganz bestimmter Wert angegeben werden, welcher 
der objectiv richtige ist.* Man wünschte hierbei den in diesen 
Wahrscheinlichkeits-Sätzen implicite enthaltenen objectiven Sinn 
zu urgiren, vermochte aber nicht ihn von der, im Grunde 
nicht wasentlichen, Beziehung auf die Wahrscheinlichkeit ab- 
zulösen. Von der anderen Seite durfte mit Kecht erwidert werden: 
jede Wahrscheinlichkeit ist subjectiv, der Ausdruck und die Folge 
unseres ungenauen oder unvollständigen Wissens ; eine „objective 
Wahrscheinlichkeit** dagegen ist ein Unding, eine contradictio in 
adjecto. Da die erstere Auffassung ebenso unentbehrlich schien, wie 
die zweite unwidersprechlich war, so blieb der Widerspruch zwischen 
ihnen ungeschlichtet , ein Widerspruch, welcher sich ausser- 
ordentlich häufig mehr oder weniger deutlich fühlbar machte, 
und welcher daher ganz vorzugsweise die stets erneuten Versuche, 
die Principien der Wahrscheinlichkeits - Eechnung strenge und 
befriedigend zu gestalten, veranlasste. 

2. Die Untersuchung der Zufalls-Spiele, welche das vorige 
Capitel enthielt, lehrte uns, dass Umstände, unter welchen nume- 
rische Wahrscheinlichkeiten angegeben werden können, thatsächlich 
vorkommen. Eine genauere Ueberlegung nötigt uns indessen, 
dieses Resultat doch ein wenig zu modificiren. Wir bemerken 
nämlich, dass die Ungewissheit, in welcher wir uns gegenüber 
dem Resultate eines Zufalls-Spiels befinden, mit dem in dem Princip 
der Spielräume bezeichneten intellektuellen Zustand eine zwar 
sehr annähernde, aber doch nicht vollkommen genaue Ueberein- 
stimmung zeigt. Dass nun diese letztere schlechterdings niemals 
erreicht werden kann, ist ohne Schwierigkeit nachweisbar, und 
es stellt sich somit heraus, dass die numerische Wahrschein- 
lichkeit einen idealen Fall logischen Verhaltens dar- 
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stellt, welcher zwar mit äusserster Annäherung, aber doch niemals 
in absoluter Schärfe verwirklicht wird. Wenn nämlich in den 
numerischen Wahrscheinlichkeits-Ansätzen die gleich möglichen 
Fälle unter Berufung auf ein objectiv giltiges Wissen aufgestellt 
werden, so gelangt zum Ausdruck ein intellektueller Zustand, in 
welchem der Inhalt eben dieses Wissens als sicher gilt. Wenn 
uns bekannt ist, dass ein Geföss gleich viele schwarze und weisse 
Kugeln enthält und demgemäss die Wahrscheinlichkeit, bei einer 
jetzt auszuführenden Ziehung eine schwarze oder eine weisse Kugel 
zu erhalten, gleich gesetzt wird, so geht in diese Aufstellung 
die Ueberlegung gar nicht ein, ob nicht doch vielleicht die Zahl 
der schwarzen und weissen Kugeln eine ungleiche sei, ebenso- 
wenig die, ob nicht vielleicht eine uns unbekannte Einwirkung der 
schwarzen oder der weissen Farbe auf unsere Tastorgane besteht, 
welche die Ziehung der einen oder der anderen Kugeln begünstigte. • 

Dass derartige objective Voraussetzungen nicht bloss in den bis- 
her von uns behandelten Fällen, sondern stets für die Wahrschein- 
lichkeits-Sätze wesentlich sind, ist leicht einzusehen. So invol- 
virt schon jedesmal die Behauptung, dass ein Örössen-Verhältniss 
von Spielräumen ein ursprüngliches sei, ein in der Regel 
nicht unwichtiges objectives Wissen. Man könnte hoffen, einer 
derartigen Voraussetzung dann überhoben zu sein, wenn die 
Erwartungsbildung eine als Natur-Constante anzusehende Grösse 
beträfe ; so würde etwa die Aufstellung der Wahrscheinlichkeit ^ 
dafür, dass das specifische Gewicht eines Körpers in der 3*'" Deci- 
male die Ziffer 3 habe, als eine jeder objectiven Voraussetzung 
entbehrende erscheinen. Aber auch hier kann doch der aufmerk- 
sameren Prüfung nicht entgehen, dass der Wahrscheinlichkeits-Satz 
nur dann als präciser Ausdruck unseres intellektuellen Verhaltens 
angesehen werden darf, wenn wir gewisse, immerhin auch denkbare 
Annahmen als der Wirklichkeit nicht entsprechend, als objectiv 
unrichtig, ablehnen, dass also seine Correctheit wiederum auf ein 
bestimmtes Wissen sich gründet. Denken lässt sich ja doch 
auch , dass das specifische Gewicht eine solche Natur - Constante 
gar nicht wäre, dass es eine vielfach variirbare Eigenschaft dar- 
stellte, dass man etwa in der Lage wäre und Veranlassung hätte, 
den Körpern zu diesem oder jenem Zwecke ganz verschiedene 
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specifische Gewichte zu erteilen: lauter Annahmen, deren Ver- 
folgung ausgeschlossen bleibt, weil ihre Unrichtigkeit hinlänglich 
sicher erscheint. 

Nicht minder zweifellos ist nun weiter, dass jedes derartige 
Wissen von objectiver Bedeutung nicht eine absolute Evidenz 
besitzt, sondern streng genommen mit einer, wenn auch noch 
so geringen, Unsicherheit behaftet ist. Somit bringt nun in der 
That jede numerische Wahrscheinlichkeit nicht mit wirklicher 
Vollständigkeit die Gesammtheit alles dessen, was denkbar 
ist, zum Ausdruck; es geschieht dies vielmehr stets unter Ab- 
sehung von gewissen Annahmen, iäie allerdings so enorm unwahr- 
scheinlich sein können, dass die Gewohnheit, sie zu vernach- 
lässigen, nicht ungerechtfertigt erscheint. In doppelter Hinsicht 
ist die Kenntnis dieser zwar beliebig zu verkleinernden, aber 
doch nie ganz zu beseitigenden Incongruenz von einem gewissen 
Interesse. Die Sicherheit nämlich, welche wir bei zahlenmässigen 
Wahrscheinlichkeits-Angaben den objectiven Voraussetzungen der- 
selben zuschreiben, gründet sich stets auf diejenigen logischen 
Beziehungen, welche, wie wir früher zeigten, lediglich nicht- 
numerische Wahrscheinlichkeiten ergeben, insbesondere auf Ana- 
logien und Inductionsschlüsse. Diese Beziehungen müsst^n 
eigentlich, wenn zahlenmässige Bestimmungen der Wahrschein- 
lichkeit sich ergeben sollen, gänzlich ausser Spiel bleiben, wie 
das ja grade darin zum Ausdruck gekommen war, dass solche 
Bestimmungen auf den Fall der freien Erwartungsbildung 
beschränkt erschienen. Wir sehen nun hier, dass es einen intellek- 
tuellen Zustand, bei welchem mit Beziehung auf Fragen von 
realer Bedeutung jene nicht -numerischen Wahrscheinlichkeiten 
wirklich vollständig eliminirt sind, gar nicht geben kann; 
der besondere Modus aber, wie wir der Berücksichtigung der- 
selben überhoben werden, besteht darin, dass sie eine, jeden 
nennenswerten Zweifel ausschliessende Sicherheit constituiren. — 
Praktisch ist offenbar eine minimale Unsicherheit der objectiven 
Voraussetzungen in vielen Fällen gänzlich irrelevant. Indessen 
darf doch nicht übersehen werden, dass dieselbe um so mehr 
Berücksichtigung erheischt, je höhere numerische Wahrschein- 
lichkeiten auf sie gegründet werden sollen. Man muss sich 
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also — und dies ist für die Wahrscheinlichkeits - Rechnung 
eine Eegel von hervorragender Wichtigkeit — stets gegen- 
wärtig halten, dass Wahrscheinlichkeits - Sätze falsch sein 
können, nicht bloss in Folge eines logischen, eines Denk- 
fehlers, sondern in Folge eines sachlichen Irrtums. Wenn ein 
Wahrscheinlichkeits-Satz uns lehren will, dass das Eintreten 
irgend eines Ereignisses sehr unwahrscheinlich ist, so wird zu prüfen 
sein, ob auch eine etwaige Unrichtigkeit der Voraussetzungen, 
auf welchen er beruht, mit hinlänglicher Sicherheit ausgeschlossen 
ist ; wäre dies nicht der Fall, so könnte offenbar die Bezifferung 
der Wahrscheinlichkeit eii^ Bedeutung nicht mehr beanspruchen. 

Wenn aus einem Gefäss, welches schwarze und weisse Kugeln 
in bekannter Zahl enthält, sehr viele Ziehungen gemacht werden, 
so erhalten wir für gewisse Verhältnisse in dem Gesammt-Resultate 
aller Ziehungen enorme Wahrscheinlichkeiten; je höher nun diese 
sind, um so mehr wird es, wenn wir sie praktisch oder logisch 
verwerten wollen, geboten sein, zu fragen, wie die Zahlen der 
Kugeln bestimmt worden sind, und ob ein Irrtum in dieser Hin- 
sicht als ausgeschlossen zu betrachten ist. 

Die hier entwickelte Vorstellung von dem Verhältniss der 
Wahrscheinlichkeits-Sätze zu ihren Voraussetzungen wird Vielen 
auf den ersten Blick paradox erscheinen, insonderheit denen, 
welche sich gewöhnt haben, in den Wahrscheinlichkeits-Sätzen 
den unmittelbaren und abschliessenden Ausdruck unseres Wissens 
zu sehen ; ich glaube nichtsdestoweniger, dass sie ganz unwider- 
sprechlich ist. Wie man die gewöhnlichen Wahrscheinlichkeits- 
Ansätze z. B. für mehrere aufeinanderfolgende, mit einem Würfel 
zu machende Würfe herausbringen will, wenn man nicht in einem 
objectiven Sinne es als vollkommen sicher betrachtet, dass keine 
begünstigenden Bedingungen für irgend einen bestimmten Wurf 
bestehen, sondern diese Annahme selbst als zweifelhaft betrachtet, 
das ist ganz unerfindlich. Sobald man sich dies einmal klar 
gemacht hat, wird man zugeben müssen, dass in ähnlicher Weise 
überall die Wahrscheinlichkeits-Ansätze auf Voraussetzungen be- 
ruhen, deren Sicherheit ihrerseits eine unbestimmbare, häufig 
allerdings eine enorm grosse ist. 

Noch in einer weiteren Beziehung ergiebt sich die zahlen- 
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massige Darstellbarkeit der Wahrscheinlichkeit als ein nur an- 
nähernd zu realisirender idealer Fall. Die Zahl -Bestimmung 
selbst nämlich kann niemals als eine mathematisch scharfe, 
sondern immer nur als eine mit ausserordentlicher Annäherung 
giltige bezeichnet werden. Denken wir z. B. an das im vorigen 
Capitel betrachtete Stoss-Spiel ; wiewol es uns sicher schien, dass 
die für zwei benachbarte Streifen der Bahn in Anschlag zu 
bringenden Wahrscheinlichkeiten sich nur sehr unerheblich unter- 
scheiden können, Hess sich doch hieraus nur folgern, dass die 
Gesammt-Werte für Schwarz und Weiss sich mit grösster 
Annäherung gleich ergeben müssen ; eine genaue Gleichheit 
kann nicht behauptet werden. Die Betrachtungen ferner, durch 
welche wir die Vergleichbarkeit und Ursprünglichkeit der Ver- 
haltungs-Spielräume verständlich zu machen suchten, sind alle 
derart, dass sie zwar annähernd giltige, aber nicht absolut 
scharfe Grössen- Angaben motiviren ; in irgend einem, wenn auch 
minimalen Betrage bleibt vielmehr die Vergleichung der Spiel- 
räume immer noch willkürlich, muss auch bei der Rückwärts- 
Verfolgung der bedingenden Umstände das Grössen- Verhältniss 
immer schwanken. Diese Unbestimmtheit ist nun, wie man sich 
leicht überzeugt, nicht etwa eine Besonderheit, welche den Wert 
jener Zahlen- Verhältnisse in Frage stellen könnte, sie ist vielmehr 
eine Eigenschaft, welche fast allen Zahlen-Werten, die eine reale 
— nicht rein mathematische oder logische — Bedeutung haben, 
ganz gleichermaassen zukommt. Dass der wahre Wert einer 
realen Grösse, wegen der Unsicherheit jeder Maass-Bestimmung, 
nicht mit absoluter Genauigkeit angegeben werden kann, bedarf 
keiner Erörterung; dass für jede solche Grösse auch ähnliche 
begriffliche Unbestimmtheiten bestehen, zeigen leichte Ueber- 
legungen. In ausgeprägtester Weise gilt dies von allen concreten 
realen Grössen ; was man als Flächeninhalt eines Landes, als Grösse 
eines Menschen, als Gewicht eines Steinblockes zu bestimmen sucht, 
sind lauter begrifflich nicht ganz scharf fixirte Dinge. Aber auch 
bei den Werten von allgemeiner Bedeutung, welche z. B. die 
Physik oder Chemie zu bestimmen hat, pflegt man in der 
begrifflichen Feststellung nicht weit über das Maass derjenigen 
Genauigkeit hinauszugehen, welche die Bestimmungen erreichen 

von Kries, Wahrscheinlichkoits-EdchniiDg. q 
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können. In die Definition des specifischen Gewichts wird z. B. 
jederzeit aufgenommen, dass die Einheit desselben durch Wasser 
von 4^ gegeben sein soll; dagegen unterlässt man die Hin- 
zufugung eines bestimmten Barometerstandes, ebenso die einer 
bestimmten Form und Masse des Gefilsses, in welchem das Wasser 
zu denken ist, obwol diese Umstände seine Dichte in minimalen 
Beträgen verändern*). 

S* Nachdem wir im Allgemeinen die Beziehungen der Wahr- 
scheinlichkeits-Sätze zu ihren objectiven Voraussetzungen kennen 
gelernt haben, wenden wir uns zd der Besprechung der beson- 
deren realen Verhältnisse, welche gewisse vorzugsweise wichtige 
Formen der Wahrscheinlichkeits-Ansetzung bedingen. An erster 
Stelle verdient hier dasjenige Verhalten Erwähnung, welches 
man als die Unabhängigkeit mehrerer Fälle von einander zu 
bezeichnen pflegt. Wir wollen zuerst die Eigentümlichkeit der 
Wahrscheinlichkeits-Ansetzung namhaft machen, welche hier Statt 
findet, sodann den objectiven Grund derselben kennen lernen. 
Die erstere ist eben dieselbe, welche wir früher (Capitel I. 3) 
als eine durch das Princip des mangelnden Grundes nicht er- 
klärbare besprochen haben, und besteht, um sie hier etwas 
allgemeiner zu formuliren, darin, dass, wenn a, a, ag .... für 
sich eine Reihe gleichmöglicher Fälle darstellt, ebenso bi bj bg . . ., 
ebenso c, Cj c^ u. s. w., alsdann die Verwirklichung jeder be- 
liebigen Combination a b c als gleich wahrscheinlich zu erachten 
ist. Bezeichneten also etwa die a die Erfolge eines ersten, mit 
einem Würfel auszuführenden Wurfes, die b, c u. s. w. die Er- 
folge des zweiten, dritten und der folgenden Würfe, so würde 
zufolge jener allgemeinen Annahme jede beliebige Reihenfolge 
von Resultaten für gleich wahrscheinlich zu erklären sein. Die 
„Unabhängigkeit* von einander, welche wir mehreren Fällen zu- 
schreiben, bedeutet also, wie man kurz sagen kann, die Gleich- 
möglichkeit der Combinationen. 



1) Eine ganz präcise nnmerische Wahrscheinlichkeits- Angabe würde 
für ideale Fälle möglich sein, nämlich für ein ZnfaUs-Spiel, bei welchem 
die verschiedenen Resultate in unendlich kleiner Periode abwechseln, etwa 
ein Stoss-Spiel mit unendlich schmalen alternirenden schwarzen und weissen 
Streifen. 
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Suchen wir dasjenige reale .Verhalten anzugeben, welches 
hierbei vorausgesetzt wird, so bemerken wir leicht, dass die 
, Unabhängigkeit** der Einzelfalle jedenfalls nicht im strengen 
Sinne des Wortes genommen werden darf, sondern als ein un- 
eigentlicher, abgekürzter Ausdruck zu betrachten ist. Wollten 
wir nämlich die betreffende Wahrscheinlichkeits-Ansetzung auf 
den Mangel eines Zusammenhangs zwischen den verschiedenen 
Einzelfallen basiren, so müsste nicht bloss ein solcher ausge- 
schlossen werden, bei welchem der factische Verlauf eines Falles 
die für die folgeaden bestehenden Möglichkeiten direct be- 
einflusste (wie etwa, wenn bei wiederholten Ziehungen aus einem 
Gefäss die jedesmal herausgezogene Kugel nicht wieder hinein- 
gelegt wird), sondern es dürften überhaupt keinerlei Momente 
existiren, welche den Bedingungs - Complexen mehrerer Fälle 
gemeinsam angehörten; die Einzelfälle müssten in dem Sinne 
völlig unabhängig sein, in welchem wir bei einer früheren Ge- 
legenheit die gänzliche Zusammenhangslosigkeit zweier Vorgangs- 
Keihen fingirt hatten. Unter dieser Voraussetzung wäre allerdings 
die Correctheit jenes Wahrscheinlichkeits- Ansatzes unmittelbar 
einleuchtend. Es versteht sich aber von selbst, dass diese Art 
der Zusammenhangslosigkeit für mehrere und insbesondere für 
mehrere gleichartige Fälle niemals besteht. Es würde daher 
corrcct sein zu sagen, die Wahrscheinlichkeits-Ansetzung sei so, 
als ob die Fälle gänzlich unabhängig von einander wären. 

Das hier in Frage kommende objective Verhalten genauer 
anzugeben, ist nichtsdestoweniger nicht schwierig. Dasselbe be- 
steht offenbar zunächst darin, dass der Erfolg jedes einzelnen 
Falles wenigstens zum Teil durch ganz andere Momente bedingt 
wird, als der aller anderen. Auch wenn wir irgend ein beliebiges 
fmheres Stadium der bedingenden Umstände ins Auge fassen, 
müssen sich immer eine Anzahl von Verhaltungsweisen finden, 
welche nur auf den Erfolg eines Falles von Einfluss sind; dem- 
gemäss entsprechen die Combinationen der Erfolge gewissen 
Combinationen früherer Verhaltungsweisen. Daneben giebt es 
nuD jedesmal noch zahlreiche, ebenfalls nicht oder nicht genau 
bekannte Momente, welche im Gegensatz zu jenen eine all- 
gemeine Bedeutung besitzen, d. h. in welchen mehrere oder 

6* 
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alle Fälle übereinstimmen, und welche auf die Erfolge ebenfalls 
bestimmend einwirken. Dahin gehört z. B., wenn wir würfeln, 
die Grösse und das Gewicht des Würfels, die Elasticität und 
Eauhigkeit der Tischplatte, auf welche der Würfel fällt, ferner 
die allgemeinen Gesetze, nach welchen die Bewegungen Statt 
finden u. s. w. Wenn wir nun beliebige Combinationen der 
Einzelerfolge für gleich möglich erklären, so heisst dies sehr 
einfach, was ja auch bei den Zufalls-Spielen einleuchtend und 
zweifellos ist, dass die ünkenntniss der individuellen, jedem 
Einzelfalle eigentümlichen Verhaltungsweisen «in ganz bestimmtes 
Wahrscheinlichkeits - Verhältniss für die verschiedenen Spiel- 
Resultate ergiebt, ganz ohne Rücksicht darauf, wie jene all- 
gemeinen Bestimmungen sich verhalten. Wüssten wir auch 
ganz genau all das, was für mehrere oder alle Fälle überein- 
stimmend angegeben werden kann, so würde die Erwartung der 
Erfolge darum doch genau dieselbe bleiben; mit anderen Worten : 
Alles, was von nichtindividueller Bedeutung ist, muss entweder, 
wie die Lage des Schwerpunkts im Würfel oder das Zahlen- 
Verhältniss schwarzer und weisser Kugeln in dem Geßlss, von 
vorn herein mit Sicherheit bekannt, oder aber für die Erwartung 
der Erfolge gänzlich irrelevant sein. Die früher erhobene Frage, 
weshalb unter diesen Umständen die Analogie-Regel nicht zur 
Anwendung kommt, weshalb z. B. nicht, nach mehrmaligem 
Fallen von 6, für die weiteren Würfe das gleiche Resultat 6 
mit grösserer Wahrscheinlichkeit als die übrigen erwartet wird, 
diese Frage erledigt sich nunmehr ganz einfach : eine wesentliche 
positive Kenntniss über den vorliegenden Sachverhalt überhebt 
uns des Analogie-Schlusses. Einerseits sind uns die Umstände 
eines jeden einzelnen Falles mit grösster Sicherheit als derartige 
bekannt, dass sie nach einer bestimmten Regel, nämlich nach 
dem Princip der Spielräume, eine gewisse Erwartung der ver- 
schiedenen Resultate begründen; anderseits wissen wir, dass der 
factische Verlauf der schon beobachteten Fälle gewisse Modi 
thatsächlichen Verhaltens zum Ausdruck gebracht hat, welche 
aber fär die folgenden Fälle giltige und für die Erwartung be- 
deutsame Bestimmungen sicher nicht enthalten. Somit modi- 
ficirt in der That der factische Verlauf eines oder mehrerer 
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Fälle die Erwartung bezüglich der folgenden in keiner Weise. 
Da es wünschenswert ist, für die erörterte Besonderheit einen 
kurzen Ausdruck zu haben, so wollen wir an dem hergebrachten 
festhalten und im Folgenden auch von einer „Unabhängigkeit 
im Sinne der Wahrscheinlichkeits-Eechnung* sprechen, oder, wo 
Missverständnisse ausgeschlossen sind, einfach mehrere Fälle als 
»von einander unabhängig" bezeichnen. 

4. Dass es gestattet ist, die auf viele einzelne Fälle bezüg- 
lichen Wahrscheinlichkeits-Sätze in der eben erörterten Weise 
imter einander zu combiniren, wird vorzugsweise bedeutungsvoll, 
wenn es sich dabei um gleichartige Fälle handelt; und 
hier beruht nun die lediglich individuelle Bedeutung, welche 
eine Anzahl von Momenten besitzt, auf einer noch tiefer zu 
erfassenden Eigentümlichkeit. Ich glaube, diese nicht unerwähnt 
lassen zu dürfen, da sie teils hier schon von einem gewissen 
Interesse, teils auch für die später zu berührenden Begriffe der 
Chance und des Zufalls von Wichtigkeit ist. Um deutlich zu 
machen, worauf es hier ankommt, müssen wir zunächst eine 
schon mehrfach bei^ührte Unterscheidung strenger durchführen. Die 
Erkenntniss der Wirklichkeit ist eine Aufgabe, an welcher wir 
zwei wesentlich verschiedene Teile unterscheiden können. Einer- 
seits haben wir die Gesetze zu ermitteln, nach welchen die 
einzelnen Dinge ihre Zustände wechseln oder in ihnen beharren, 
gegenseitig auf einander einwirken, und nach welchen dem- 
gemäss der Ablauf alles Geschehens Statt findet, Es kann dies 
auch als eine Erforschung der den existirenden Dingen zukom- 
menden Eigenschaften bezeichnet werden. Wäre unser 
Wissen in dieser Beziehung vollständig, so würde uns das doch 
noch -nichts nützen, wenn wir nicht über das wirkliche Verhalten 
der Dinge gewisse weitere Kenntnisse besässen; diese müssen 
uns einen Ausgangspunkt angeben, von welchem aus wir 
mis die Veränderungen in einer durch jene Gesetze bestimmten 
Weise ablaufend denken könnten. Die Kenntniss des Gravi- 
tations-Gesetzes, um ein Beispiel anzuführen, lehrt uns noch 
nichts über die wirklich Statt findende Bewegung der Planeten; 
sondern um sie zu verwerten, müssen wir noch wissen, welche 
Massen existiren und in welchem Zustande der räumlichen Ver- 
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teilung und der Bewegung sie sich irgend wann befunden 
haben. 

Ich will diese beiden Arten von Bestimmungen, für welche 
ich hinlänglich kurze und bezeichnende Ausdrücke in der Literatur 
nicht finde, nomologische und ontologische nennen. Wir 
pflegen nun anzunehmen, und es ist dies sogar ein unentbehr- 
liches Princip aller Natur-Erkenntniss, dass die Wirklichkeit die 
Wiederholung gleichartiger Dinge darbietet, dass somit Gesetze 
des Geschehens in einer für viele giltigen Weise aufgestellt 
werden können, und dass, was wir an diesen oder jenen in Er- 
fahrung gebracht haben, auf gewisse andere angewandt werden 
darf. Es werden also die nomologischen Sätze stets als all- 
gemeinglltige, d. h. auf eine ganze Kategorie von Dingen, auf 
eine unbestimmt grosse Menge einzelner Exemplare bezüglich 
angenommen. Im Gegensatz hierzu sind nun ontologische 
Bestimmungen stets von nur singulärer Bedeutung; da sie 
Bestimmungen darstellen, welche schon an jedem einzelnen Dinge 
im Laufe der Zeit sich verändern, so ergeben auch die Verhält- 
nisse, die bezüglich einer Anzahl von Dingen Statt gefunden 
haben, nicht unmittelbar eine Erwartung bezüglich des Ver- 
haltens selbst ganz gleichartiger weiterer Dinge. Die onto- 
logischen Bestimmungen enthalten, wie man sagen kann, das 
rein Thatsächliche, das, was sich nicht auf allgemeine Not- 
wendigkeiten zurückführen lässt. Wenn nun der Eintritt oder 
das Ausbleiben eines Erfolges durch die lediglich indivi- 
duellen Beschaffenheiten jedes Einzelfalles bestimmt wird, wenn 
trotz aller üebereinstimmung der Eigenschaften, welche den ins 
Spiel kommenden Gegenständen zukommen mag, doch der Verlauf 
von Fall zu Fall variiren kann: so ist ersichtlich, dass dies ein- 
fach dahin aufzufassen ist, dass es die ontologischen, rein 
thatsächlichen Bestimmungen der Einzelfälle sind, von welchen 
die Erfolge abhängen, und dass es unsere ünkenntniss bezüglich 
dieser ontologischen Verhältnisse ist, welche uns den Erfolg jedes- 
mal ungewiss erscheinen lässt. So z. B. würde, wie wol auch 
unmittelbar einleuchtend ist, die Ungewissheit, ob gegenwärtig 
im Eoulette Schwarz oder ßot fallen wird, durch die Angabe 
irgend welcher ursächlicher Zusammenhänge, Wirkungsgesetze, 
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nomologischer Sätze, ganz und gar nicht beseitigt werden können. 
Es ist vielmehr die Kenntniss darüber, wie die bedingenden 
Umstände sich in den ihrer Natur nach variabeln, somit von 
Fall zu Fall neuen Beziehungen verhalten, — das ontologische 
Wissen — so unvollkommen, dass selbst bei genauester Kenntniss 
aller Gesetze des Geschehens die Wahrscheinlichkeiten der Erfolge 
noch genau ebenso sich darstellen würden. 

Die Unterscheidung des Nomologischen und Ontologischen 
findet ihren schärfsteu Ausdruck in dem vielfach gebrauchten und 
bedeutungsvollen Begriff der objectiven oder physischen Mög- 
lichkeit. Es versteht sich zunächst von selbst, dass man 
nicht schlechtweg von irgend einem Ereigniss behaupten kann, 
es sei sein Eintreten sowol als sein Ausbleiben objectiv 
möglich, dass vielmehr, mit Bücksicht auf die Gesammtheit der 
bedingenden Umstände stets entweder das eine oder das andere 
notwendig und das andere unmöglich ist Mit Bezug auf das 
individuelle Ereigniss ist also die Möglichkeit wie die Wahr- 
scheinlichkeit stets ein Ausdruck tnangelnder Kenntniss. Anders, 
wenn es sich um ein generell bezeichnetes G^schehn handelt. Dass 
unter gewissen Umständen ein Ereigniss sowöl ausbleibien als ein- 
treten könne, dass beides objectiv möglich sei, das ist eine Be- 
hauptung, die einen durchaus haltbaren und verständlichen Sinn 
hat, wenn darin die Bezeichnung der bedingenden Umstände 
eine allgemeine, ungenaue, eine Anzahl verschiedener Ver- 
haltungsweisen oder einen Spielraum einschliessende ist. Eine 
solche „Allgemeinheit** der Bestimmungen findet sehr häufig, 
wiewol keineswegs ausschliesslich in der Art Statt, dass nur ein 
Teil aller für das Ereigniss wesentlichen Umstände bestimmt, 
ein anderer Teil vollständig unbestimmt gelassen ist. Die Be- 
zeichnung der Umstände ist dann eine „allgemeine* einfach da- 
durch, dass sie eine partielle ist; sie schliesst die Gesammtheit 
der Verhaltungsweisen ein, welche in den unbestimmt gelassenen 
Umständen bestehen könnten. — Unter dieser Voraussetzung nun 
ist jene Behauptung einer objectiven Möglichkeit nichts weniger 
als bedeutungslos. Sie hat gar nichts zu thun mit der anderen, 
dass wegen irgend welcher Unkenntniss wir nicht im Stande sind, 
das Eintreten oder Ausbleiben des Ereignisses vorauszuwissen. 
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Wenn man es objectiv möglich nennt, dass beim Würfeln zehn 
Mal hinter einander Sechs fällt, so wünscht man dabei hervor- 
zuheben, dass in den bedingenden umständen, welche hier nur 
ganz unbestimmt dahin angegeben werden, dass zehn Mal ge- 
würfelt wird, Nichts enthalten ist, was das Eintreten jenes Resul- 
tates ausschlösse. Wir nennen also das Eintreten eines Erfolges, 
unter gewissen ungenau bestimmten Umständen, dann objectiv 
möglich, wenn genauere Bestimmungen der Umstände denkbar 
sind, welche das Eintreten des Erfolges bewirken würden. Es ist 
dabei aber stets vorausgesetzt, dass die Umstände nur in onto- 
logischer Beziehung unbestimmt vorgestellt, dass also onto- 
logische Bestimmungen denkbar sind, welche bei den thatsäch- 
lich giltigen nomologischen Verhältnissen das Eintreten des Er- 
folges herbeizuführen geeignet wären. Das Untersinken eines 
gewissen Körpers im Wasser, welcher thatsächlich oben schwimmt, 
nennen wir objectiv unmöglich, weil es nur durch eine Variirung 
nomologischer Bestimmungen, der specifischen Gewichte, durch 
eine Aenderung solcher Verhältnisse, welche thatsächlich nicht 
veränderlich sind, bewirkt werden )?vürde. Und wenn wir nicht 
wissen, wie gross das specifische Gewicht eines Köi-pers ist 
und uns demzufolge das Untersinken des Körpers möglich 
erscheint, so darf man wol diese Möglichkeit als eine „lediglich 
subjective** bezeichnen. 

In der Behauptung, dass das Eintreten eines Erfolges unter 
gewissen allgemein bezeichneten Umständen möglich sei, spricht 
sich dem Gesagten zufolge stets ein Wissen nomologischen In- 
halts, eine Kenntniss bezüglich der Gesetze des Geschehens aus. 
Wir haben nur einen Schritt weiter zu gehen, um zu noch einer 
im Folgenden wichtigen Vorstellung zu gelangen. Für die Mög- 
lichkeit, welche gewisse im obigen Sinne allgemeine Bedingungen 
für das Eintreten resp. Ausbleiben eines Erfolges repräsentiren, 
kann unter Umständen auch eine zahlenmässige Bestimmung 
gegeben werden, und es ist nicht schwierig zu verstehen, in 
welchem Sinne eine solche zu nehmen ist. Wenn wir uns die 
ontologischen Bestimmungen innerhalb des durch die allgemeine 
Bedingung vorgezeichneten Eahmens variirt denken, so findet 
hier ein bestimmtes Verhältniss derjenigen Spielräume Statt, 
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welche dem Eintreten und dem Ausbleiben des betreffenden Er- 
folges entsprechen. So könnten wir sagen, dass die allgemeine 
Bedingung, dass gewürfelt werde, die Möglichkeit \ für jeden 
der Erfolge 12 3 4 5 6 repräsentire. Dieser Begriff einer nu- 
merisch angebbaren Möglichkeit, welche irgend welche allgemeine 
Bedingungen für einen Erfolg repräsentiren , wird uns später 
wiederholt beschäftigen. Auch für ihn nun ist es durchaus 
wesentlich, dass die ihm zu Grunde liegenden und in ihm aus- 
gedrückten Spielräume stets nur einer Variirung der bedingenden 
Umstände in ontologischer Beziehung entsprechen sollen. 
Nur unter Voraussetzung ganz bestimmter nomologischer Ver- 
hältnisse kann ein bestimmtes Verhältniss der den verschiedeneu 
Erfolgen entsprechenden ursprünglichen Spielräume behauptet 
werden. Wenn daher von der Möglichkeit gesprochen wird, 
welche gewisse Umstände für diesen oder jenen Erfolg darstellen, 
so ist diese immer als eine durch ganz bestimmte Gesetze des 
Geschehens begründete zu denken. 

5. Vielleicht die wichtigste Förderung logischen Verständ- 
nisses, welche die Kenntniss des Princips der Spielräume uns ver- 
schafft, besteht in der befriedigenden Aufklärung des sogenannten 
„Gesetzes der grossen Zahlen**. Es ist bekannt, dass, 
wenn in einem einzelnen Falle einer bestimmten Art ein bestimmter 
Verlauf mit der Wahrscheinlichkeit -^ zu erwarten ist, alsdann 
immer mit grösster Sicherheit anzunehmen ist, dass bei einer 
sehr grossen Anzahl derartiger Fälle annähernd der n** Teil 
aller den betreffenden Verlauf aufweisen werde. Dies pflegt man 
als das Gesetz der grossen Zahlen zu bezeichnen, indem man die 
Aufmerksamkeit darauf zu lenken wünscht, dass trotz der Un- 
bestimmtheit der Erwartungen in jedem Einzelfalle doch mit 
Bezug auf sehr viele ein gewisses Kesultat mit fast absoluter 
Sicherheit vermutet werden darf. Sobald wir nun wissen, was 
die für den Einzelfall in Anschlag zu bringende Wahrschein- 
hchkeit eigentlich bedeutet, wird verständlich, dass bei einer 
Eeihe gleichartiger und unabhängiger Fälle die Erwartung bezüglich 
sehr vieler ganz ebenso wie die bezüglich des einzelnen auf dem 
Princip der Spielräume beruht, und sich aus dieser zufolge einer 
rein mathematischen Beziehung herleiten lässt. Der Satz, um 
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den es sich hier handelt, ist im Grunde ein Theorem der Com- 
binationslehre; er kann in abstract mathematischer Formulirung 
etwa folgendermassen ausgesprochen werden: Bildet man aus den 
Elementen aj a< as . . . . a„ alle möglichen Eeihen, welche im 
Ganzen die grosse Zahl p Elemente enthalten, so ist die Zahl 
derjenigen Keihen, welche ein bestimmtes Element a^ annähernd 

— Mal enthalten, eine überwiegend grosse; das Verhält- 
niss deqenigen Eeihen, welche ak öfter als -^ 8 und selt- 
ner als -2 — |- 8 enthalten, für welche also jene Annäherung eine 

bestimmte ist, zur Gesammtzahl aller Keihen nähert sich mit 
wachsendem p unbegrenzt der Einheit. 

Betrachtet man hierin die a als die für jeden einzelnen Fall 
einer gewissen Art bestehenden gleichen Möglichkeiten, so stellt 
jede Eeihe, welche in irgend einer Folge p dieser Elemente ent- 
hält, die gleichen Möglichkeiten des Verlaufes für eine Folge 
von p solchen Fällen dar. Die überwiegende Zahl derjenigen, 

welche das einzelne Element a^ annähernd — Mal enthalten, 

n ' 

ergiebt die sehr grosse Wahrscheinlichkeit, dass der durch a^ 
bezeichnete Verlaufs-Modus, der ina Einzelfalle die Wahrschein- 
lichkeit ^ hat, in p Fällen annähernd — Mal auftrete. 

So beruht, um ein einfaches Beispiel anzuführen, die Er- 
wartung, dass bei 100 Boulette-Würfen annähernd 50 Mal Bot 
und 50 Mal Schwarz fallen werde, lediglich darauf, dass jede 
Beihenfolge der Ergebnisse, welche bei 100 Würfen überhaupt 
Statt finden kann, gleich wahrscheinlich ist, und dass unter diesen 
sämmtlichen Beihenfolgen diejenigen, welche annähernd 50 Mal 
Bot und 50 Mal Schwarz aufweisen, die bei Weitem zahlreichsten 
sind. Es ist nicht schwierig, den Grund hierfür in der grösseren 
Permutabilität dieser Folgen zu erkennen : 50 a und 50 b lassen 

sich in /^ ' q' " La' \ o o ur verschiedenen Folgen an- 

ordnen, 90 a und 10 b in \'l\ 9Q ^ ^ 3 jq-, welche 

Zahl sich zu jener verhält wie 1 zu 5800 Billionen. Dies Er- 
gebniss ist nun wichtig, weil es uns zeigt, dass die Erwartungen, 
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welche wir bezüglich der Gesammt- Ergebnisse einer grösseren 
Zahl unabhängiger gleichartiger Fälle bilden, stets auf dem Princip 
der Spielräume beruhen, und dass somit die Wahrscheinlichkeits- 
Sätze ihrem Sinn nach durchaus gleichartig bleiben, mögen sie 
sich auf einen Einzelfall oder auf eine Eeihe vieler gleichartiger 
unabhängiger Fälle beziehen. Wenn ich ei*warte, bei lOOOmaligem 
Aufwerfen einer Münze annähernd 500 Mal Kopf zu werfen und 
wenn ich erwarte, aus einer Urne, die 10 000 schwarze und nur 
eine weisse Kugel enthält, bei einer Ziehung nicht diese weisse, 
sondern eine von den schwarzen Kugeln zu treffen : beide Mal ist 
es eine gleichartige, auf dasselbe Princip gestützte Erwartung. 
Von allen mir möglich erscheinenden Verhaltungsweisen ist es 
bei weitem der grösste Teil, welcher den erwarteten Erfolg herbei- 
führt; aber beide Male ist auch anderseits nichts bekannt, was 
den nicht erwarteten Erfolg ausschlösse; dieser ist beide Male 
in dem gleichen Sinne ein sehr unwahrscheinlicher^). 

6. Den Begriff der Begünstigung hatten wir schon 
wiederholt zu erwähnen Veranlassung; doch ist es notwendig, 
ihn in etwas vollständigerer Weise zu besprechen, als bisher 
geschehen konnte. Nicht allemal, wenn von zwei Erfolgen der 
eine wahrscheinlicher ist als der andere, nennen wir jenen einen 
begünstigten. Obwol es wahrscheinlicher ist, mit zwei Würfeln 
in Summa 7 zu werfen als 12, pflegt man doch nicht zu sagen. 



1) Es ist hieraas ersichtlich, dass die Bezeichnung „Gesetz der grossen 
Zahlen" eine sehr wenig zutreffende ist. Denn es liegt im Grunde nichts 
Anderes vor als ein matheroatischer Satz, demzufolge die Grössen- Verhält- 
uisse von Spielräumen und somit auch die auf diese zu basirenden Er- 
wartungen gewisse Besonderheiten zeigen Oft hat man freilich als Gesetz 
der grossen Zahlen einen Satz von weit grösserer Tragweite bezeichnet; 
man glaubt, nämlich behaupten zu dürfen, dass auf allen Erscheinungs- 
Gebieten sich eine Wiederholung derart gleichartiger Fälle finden müsse, 
dass in grossen Zahlen derselben ein beliebiges Merkmal immer mit an- 
nähernd derselben relativen Häufigkeit zur Beobachtung komme. Hier ist 
dann freilich etwas ganz Anderes als eine bloss mathematische Beziehung, 
hier ist ein ganz bestimmtes Verhalten der Wirklichkeit behauptet; wir 
werden indessen später sehen, dass dieser Satz keineswegs allgemein richtig 
ist, und dass die allgemeinen Beweise, die man für ihn zu geben versucht 
hat, auf Täuschungen beruhen. 
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dass für jenen Wurf begünstigende Bedingungen bestehen. Man 
beschränkt vielmehr diesen Ausdruck auf den Fall, dass zwei 
Wahrscheinlichkeiten, welche mit einigem Kecht als gleich 
erscheinen könnten, sich bei genauerer Prüfung als ungleich er- 
weisen ; und dies findet dann Statt, wenn zwei Verhaltungsweisen 
gleiche Spielräume umfassen, aber doch ungleiche Wahrschein- 
lichkeit besitzen, weil diese Spielräume keine ursprünglichen 
sind. Von zwei, gleiche gegenwärtige Spielräume umfassenden 
Verhaltungsweisen ist diejenige eine begünstigte zu nennen, welche 
den grösseren ursprünglichen Spielräumen correspondirt. Wenn 
z. B. ein Würfel zwar geometrisch, aber nicht physisch regel- 
mässig ist, und daher sein Schwerpunkt erheblich oxcentrisch 
liegt, so giebt nicht mehr, wie gewöhnlich, seine Gestalt uns 
unmittelbar den Maassstab für die Wahrscheinlichkeit der ver- 
schiedenen Würfe. Trotz der geometrischen Uebereinstimmung, 
welche alle Seiten zeigen, sind jetzt doch die verschiedenen Würfe 
ungleich wahrscheinlich, weil sie ungleichen Spielräumen der den 
Wurf bestimmenden Möglichkeiten entsprechen ; und es sind somit 
gewisse Würfe vor anderen begünstigt zu nennen. Noch deut- 
licher zeigen deren wichtigen objectiven Sinn, in welchem von Be- 
günstigungen gesprochen wird, andere, nicht den Zufalls-Spielen 
angehörige Verhältnisse. Für irgend welche Vorgänge besteht 
z. B. eine Keihe von Möglichkeiten darin, dass sie zu jeder be- 
liebigen Tageszeit Statt finden können. Zeigt uns die Beobachtung, 
dass eine grosse Zahl von Fällen sich über die 24 Stunden, in 
die wir den Tag teilen, nicht annähernd gleichmässig, sondern 
erheblich ungleich verteilen, so schliessen wir, dass Beziehungen 
vorhanden sind, welche das Entfallen jener Vorgänge auf gewisse 
Stunden begünstigen, oder, wie man wol auch sagt, objectiv 
wahrscheinlicher machen. So wissen wir z. B., dass der Beginn 
einer Geburt zwar zu jeder Tageszeit Statt finden kann, dass 
aber in dieser Hinsicht eine Begünstigung der Abend- und Nacht- 
stunden Statt findet. Dies heisst also nichts Anderes, als dass 
die Spielräume des Verhaltens, welche durch das Eintreten des 
Ereignisses in einer oder der anderen Tagesstunde gegeben sind, 
nicht gleichen, sondern ungleichen ursprünglichen Verhaltungs- 
Spielräumen correspondiren. 
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In ganz ähnlicher Weise finden wir auch die etwas andere 
Wendung erklärbar, in welcher der Begriff der Begünstigung 
wol gebraucht wird, indem man davon spricht, dass ein Um- 
stand das Eintreten eines Ereignisses begünstige. Die excent- 
rische Lage des Schwerpunkts, würde man in dem soeben schon 
besprochenen Beispiele sagen können, begünstige einen bestimmten 
Wurf, etwa 4. Es würde in den meisten Fällen nicht ausreichen, 
dies einfach dahin zu interpretiren, dass der betreffende Umstand 
den Eintritt des Ereignisses da herbeiführe, wo es ohne denselben 
nicht Statt gefunden hätte. Denn die excentrische Lage des 
Schwerpunkts bewirkt zwar das Eesultat 4 unter Umständen, 
welche sonst 12 3 5 oder 6 ergeben hätten, aber sie bewirkt 
nicht minder unter anderen Umständen 12 3 5 oder 6, welche 
bei centrisch gelegenem Schwerpunkte 4 geliefert haben würden ; 
es ist also wesentlich, hinzuzufügen, dass die ersteren Fälle die 
zahlreicheren oder richtiger die wahrscheinlicheren sind. Was 
also im Grunde gemeint ist, wäre das, dass unter Hinzufügimg 
jener Bestimmung — der excentrischen Lage des Schwerpunkts 
— die ursprünglichen Spielräimae, welche 4 ergeben, relativ 
grösser sind, als wenn dieselbe nicht vorhanden ist^). Wesent- 
lich ist es für die richtige Würdigung derartiger Aussagen, 
dass stets eine stillschweigende Voraussetzung darüber getroffen 
sein muss, welches die sonstigen Bedingungen sind, zu welchen 
jener begünstigende Umstand hinzugefügt werden soll, und na- 
mentlich, was beim Fehlen desselben an seine Stelle gedacht 
wird. Nicht allemal versteht sich dies von selbst, und dass ein 
gewisser Umstand ein Ereigniss begünstige, kann daher oft 
genug — so schlechthin — weder behauptet noch verneint 
werden. Ob z. B. Reisen die Lebensdauer verlängern, ist eine 
zu unbestimmte Frage, als dass sie eine allgemeine Beantwortung 
ziiliesse. 

Wie man sieht, sind es gerade diese oft sehr wichtigen 
Beziehungen des Zusammenhangs, welche man für gewöhnlich 



1) Dies ist dasselbe Verhältniss, welches Poisson so bezeichnet, dass 
er jenen Umstand „im weiteren Sinne" eine Ursache des betreifenden Er- 
eignisses nennt. 
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lediglich Dach ihrer Bedeutung für die Erwartungen zu bezeichnen 
pflegt, während man doch ihrer objectiven Bedeutung sich all- 
gemein sehr wol bewusst ist. Diese letztere aber direct an- 
zugeben, ist ohne Heranziehung des Begriffs der Spielräume 
durchaus unmöglich. 

Aus diesem Grunde scheint mir der Begriff der Begünstigung 
ganz vorzugsweise die ünentbehrlichkeit jener Vorstellungen deut- 
lich zu machen. Zugleich zeigt sich auch hier, wie wesentlich 
in dem Erwartungs-Princip die Bestimmung ist, dass die Spiel- 
räume ursprüngliche sein sollen. Dass eine Geburt zwischen 
12 und 1 Uhr Mittags und dass sie zwischen 8 und 9 Uhr 
Abends beginne, sind zunächst unzweifelhaft zwei gleiche Spiel- 
räume umfassende Verhaltungsweisen; sie entsprechen aber nicht 
gleichen ursprünglichen Spielräumen, und gerade dies ist es, 
was mit der ihnen zugeschriebenen ungleichen Wahrscheinlichkeit 
besagt ist. 

7. Wir haben bei der Behandlung der Wahrscheinlichkeits- 
Sätze bisher von der Frage gänzlich abgesehen, wer als das 
Subject der Wahrscheinlichkeit angesehen werden, für wen sie 
gelten solle. Es war auch nicht erforderlich, hierüber eine be- 
stimmte Voraussetzung einzuführen; denn wenn der Wahrschein- 
lichkeits-Satz sich als der Ausdruck eines bestimmten Wissens- 
Zustandes ergiebt, so ist die Aufgabe der logischen Untersuchung 
natürlich nur festzustellen, welches dieser Wissens-Zustand sei, 
nicht aber in wem er Statt finde. Man würde nun wol wenig 
Veranlassung gehabt haben, sich mit der Wahrscheinlichkeits- 
Kechnung zu beschäftigen, wenn ihre Sätze von so beschränkter 
Bedeutung wären, dass sie nur dem intellektuellen Zustand 
einzelner Individuen entsprächen. Ein ganz anderes Interesse 
muss aber der Methode zukommen, wenn ihre Ergebnisse eine 
ausgedehntere oder ganz allgemeine Giltigkeit besitzen ; und dies 
ist offenbar der Fall, sobald die Gestaltung des Wissens, für 
welche sie gelten, in vielen oder gar in allen Individuen realisirt 
ist. Wenn die dem Wahrscheinlichkeits-Satz zu Grunde liegende 
Ungenauigkeit des Wissens eine nicht individuelle, sondern all- 
gemeine ist, wenn die Gewinnung einer genauen Kenntnis, 
welche die sichere Vorhersagung des Erfolges gestatten würde. 
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die meoschliche Fähigkeit überhaupt oder wenigstens unsere 
gegenwärtigen Hilfsmittel durchaus übersteigt: so wird für die 
Erwartung des Erfolges das Grössen- Verhältniss derjenigen Spiel- 
räume, welche seinem Eintreten und Ausbleiben entsprechen, ganz 
allgemein massgebend sein. Erinnern wir uns der besonderen 
Umstände, an welche die zahlenmässige Bestimmbarkeit von 
Wahrscheinlichkeiten stets geknüpft war, so sagen wir uns leicht, 
dass eine derartige Allgemeingiltigkeit nicht etwa eine Aus- 
nahme, sondern der gewöhnliche, für die allermeisten Wahrschein- 
lichkeits-Sätze zutreffende Fall ist. Denn die Bedingung einer 
numerischen Wahrscheinlichkeit, dass ein Erfolg durch kleine 
Variirungen einer grossen Zahl von Umständen beeinflusst wird, 
involvirt offenbar, dass eine genaue Bestimmung der Umstände 
welche uns der freien Erwartungsbildung überhöbe, eine Auf- 
gabe von ganz enormer Schwierigkeit sein muss. Tritt hier- 
zu der weitere Umstand, dass in häufiger Wiederholung der- 
artig ähnliche Fälle vorkommen, dass die für uns ausführbare 
ungenaue Ermittlung ihrer Verhältnisse bei allen dieselbe Er- 
wartung begründet, so resultirt die Möglichkeit von Wahr- 
scheinlichkeits- Angaben, welche in doppeltem Sinne allge- 
mein giltig sind: sie gelten für alle Fälle einer gewissen 
Kategorie, und sie gelten für Jeden, der über den Verlauf eines 
derartigen Falles eine Erwartung zu bilden wünscht. In diesem 
Sinne ist es ein allgemein giltiger Satz, dass die Wahrschein- 
lichkeit, mit einem Würfel 4 zu werfen = y ist. Die hiermit 
gewonnene Einsicht dient zur Erläuterung zweier Vorstellungen, 
welche in der Wahrscheinlichkeits - Theorie eine grosse EoUe 
spielen. Die erste ist diejenige der „Chance" oder wie man 
wol noch ausdrücklich hervorzuheben pflegt, der „objectiven 
Chance* *). Was man so zu bezeichnen pflegt, ist in Wirklich- 
keit nichts anderes, als eine in dem obigen Sinne allgemein 



1) Bei der grossen Unsicherheit der Terminologie in der Literatur 
der Wahrscheinlichkeits-Rechnung versteht es sich von seihst, dass auch 
das Wort Chance häufig genug für Wahrscheinlichkeit schlechtweg, nicht 
in dem hier dargelegten besonderen Sinne gebraucht worden ist. Indessen 
wird man finden, dass, wo die Allgemeingiltigkeit einer Wahrscheinlichkeit 
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giltige Wahrscheinlichkeit ; und wenn man der Chance andere 
Wahrscheinlichkeiten gegenüberstellt, so sind dies diejenigen, 
welche von nur individueller Bedeutung sind und durch Ver- 
mehrung der Kenntniss sich verändern können. Sagen wir nun 
z. B., die mit ^ zu beziffernde Wahrscheinlichkeit , mit zwei 
Würfeln in Summa 12 zu werfen, sei eine objectiv bestehende 
Chance, so will das heissen: „sobald mit zwei Würfeln geworfen 
wird, ist der Eintritt jenes Resultats mit der Wahrscheinlichkeit 
^ zu erwarten; dies steht ein für allemal fest; keine Unter- 
suchung der besonderen Umstände des einzelnen Falles kann 
hieran etwas ändern/ Demgemäss hat die Angabe einer 
Chance stets die Bedeutung, alle speciellen Erwägungen darüber, 
ob in einem individuellen Falle der betreffende Erfolg eintreten 
werde, als überflüssig abzuschneiden. 

Wenn die Chance die für alle Fälle einer gewissen Art ein 
für allemal giltige. Wahrscheinlichkeit darstellen soll, so ist 
damit auch schon gesagt, dass die Beobachtung des Verlaufs, 
welchen eine Anzahl dieser Fälle factisch nimmt, die Erwartung 
bezüglich des Verlaufs der weiteren Fälle nicht modificirt. Hieraus 
ist somit zu entnehmen, dass die Chancen stets Grössen-Relationen 
ontologischer Verhaltungs-Spielräume darstellen, wodurch sie, wie 
wir alsbald sehen werden, in nahe Beziehung zu dem Begriff 
des Zufalls treten. — Derselbe Umstand, die AUgemeingiltigkeit 
gewisser Wahrscheinlichkeiten, macht es verständlich^ in welchem 
Sinne davon gesprochen werden kann, die Wahrscheinlichkeit, 
welche der Eintritt eines Ereignisses unter gewissen Umständen 
hat, zu ermitteln, sie — durch die Erfahrung — festzu- 
stellen. Es versteht sich ja von selbst, dass man einer Wahr- 
scheinlichkeit so schlechtweg einen bestimmten, als Gegenstand 
der Untersuchung anzusehenden Wert nur dann zuschreiben darf, 
wenn eine stillschweigende Voraussetzung darüber gemacht wird, 
welchem Wissens-Zustande dieselbe entsprechen soll. Dies ist 
nun hier in der That der Fall; wenn die Gesammtheit desseo, 



betont werden soUte, stets von Chance gesprochen wurde. Da nun ein 
kurzer Ausdruck für den oben explicirten Begriff durchaus erforderlich ist, 
so glaube ich die Bezeichnung Chance für ihn benützen zu sollen. 
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was mit Bezug auf jeden einzelnen Fall überhaupt ermittelt 
werden kann, eine ganz bestimmte Erwartung des betreffenden 
Verlaufs begründet, so ist es oifenbar diese, dem nicht über- 
schreitbaren Wissens-Zustande entsprechende Erwartung, welche 
Gegenstand der Bestimmung wird. Man kann diesen Zustand 
der Kenntniss noch genauer dahin angeben, dass er all das um- 
fasst, was für die bedingenden Umstände aller einzelnen Fälle 
ziitriift. 

8. Von dem Herkommen, in einer Theorie der Wahrscheinlich- 
keits-Rechnung den Begriff des Zufalls zu berücksichtigen, soll auch 
hier nicht abgewichen werden. Denn, wiewol es in manchen Be- 
ziehungen vielleicht empfehlenswert erscheinen könnte, dies viel- 
deutige Wort gänzlich zu vermeiden, so ist es anderseits durchaus 
geboten, gewohnte Vorstellungen auch mit dem gewohnten Namen 
zu bezeichnen und für theoretische Betrachtungen, soweit irgend 
möglich, Verständniss und Aufnahme durch Anknüpfung an geläufige 
Gedankengänge zu erleichtern. Demgemäss soll der Begriff des 
Zufalls hier besprochen werden, so weit er für unseren Gegen- 
stand wesentlich in Betracht kommt; auf eine allseitige Er- 
örterung desselben darf um so mehr verzichtet werden, als die- 
selbe erst vor kurzer Zeit in vortrefflicher und vollständiger 
Weise ^) gegeben worden ist. 

In den mannichfaltigen Modificationen, welche die Bedeutung 
des Wortes Zufall zeigt, erhält sich am ehesten constant, dass 
durch dasselbe irgend eine Notwendigkeit oder Gesetzmässigkeit 
negirt werden soll. Gehen wir hiervon aus, so wird es am ein- 
fachsten verständlich sein, wenn der Eintritt eines Ereignisses 
relativ zu irgend welchen Umständen zufallig genannt wird; es 
ist damit gesagt, dass nicht diese (sondern irgend welche anderen) 
Umstände es sind, mit welchen jenes Ereigniss als notwendig 
verknüpft zu denken ist, auf welche, als auf seine Ursache, der 
Eintritt desselben zurückgeführt werden darf. So könnte man 
sagen, dass die Wechsel der Wittenmg zufällige sind relativ zu 
tlen Mondphasen, dass die Ausbreitung der Phylloxera zufällig 
ist relativ zu den zwischen verschiedenen Gegenden Statt fin- 



1) Windelband. Die Lehren vom Zufall. Berlin 1870. 

von Krieg, W&hrscheinlichkoits-Rechnung. 



Digitized by 



Google 



— 98 — 

denden Waaren-Transporten u. dergl. Geht man diesem Begriff 
des relativen Zufalls genauer nach, so findet man. dass hier 
ein völlig bestimmter Sinn nur vorliegt, wenn der gänzliche 
Mangel eines Zusammenhangs zwischen zwei Erscheinungs-Keihen 
behauptet wird. Da aber dies, wie schon früher gezeigt, ein 
nie streng realisirter Fall ist, so sind die Verhältnisse, auf welche 
jene Bezeichnung factisch angewendet wird, keine anderen als die- 
jenigen, welche wir vorhin bei dem Begriff der Begünstigung zu 
besprechen hatten. Ein Ereigniss wäre relativ zufällig zu ge- 
wissen Vorgängen, wenn keinerlei räumliche oder zeitliche Be- 
ziehungen desselben zu diesen „begünstigt" sind ; es wäre relativ 
zufällig zu einem bestimmten Umstände, wenn das Vorhandensein 
dieses eine Begünstigung weder für das Eintreten noch für das 
Ausbleiben des Ereignisses darstellte. 

Es ist aber nicht diese Bedeutung, welche man vorzugsweise 
im Auge hat, wenn man den Begriff des Zufalls mit der 
Wahrscheinlichkeits-ßechnung in Verbindung bringt. Dies ist 
vielmehr eine andere, welche sich aus jener durch einen streng 
genommen nicht correcten Gebrauch des Wortes entwickelt. Bei 
den Spielen, die man Zufalls-Spiele zu nennen pflegt, und wol 
noch bei mancherlei anderen Erscheinungen macht sich der 
Beobachtung vor Allem bemerklich, dass der Eintritt dieses oder 
jenes Erfolges an keine irgendwie angebbare Eigenheit der be- 
dingenden Umstände mit Notwendigkeit geknüpft ist. Wenn 
man nun dies so ausdrückt, dass man jene Erfolge in einer ganz 
absoluten Weise zufäUig nennt, so lässt man dabei ausser Acht, 
dass auch sie mit Bezug auf die Gesammtheit der bedingenden 
Umstände offenbar notwendig sind. Nach Gewinnung dieser Ein- 
sicht könnte man nun, an dem ursprünglichen Begriffe festhaltend, 
sagen, dass absolut oder schlechthin zufällig überhaupt Nichts 
sei. Indessen wird das Wort längst zu der Bezeichnung eben 
jener, dem Würfeln und ähnlichen Spielen zukommenden Eigen- 
tümlichkeiten viel häufiger und allgemeiner gebraucht, als in 
seinem einfachsten und ursprünglichsten Sinne; es hat somit, wie 
man sagen darf, eine veränderte Bedeutung gewonnen, und kann 
gegenwärtig in dieser verwendet werden, um wichtige Modali- 
täten in dem Zustandekommen dieser oder jener Ereignisse zu 
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bezeichnen. Die Klarstellung dieser Bedeutung nun ist die uns 
hier interessirende Aufgabe. 

Wenn gewissen Erscheinungen die Eigenschaft der Zufällig- 
keit nicht mit Bezug auf eine besondere Kategorie von Um- 
ständen, sondern schlechthin zugeschrieben wird, so kann dies meist 
in dem Sinne aufgefasst werden, dass die Gesammtheit der Be- 
dingungen, soweit sie unserer Kenntniss zugänglich sind, eine 
Notwendigkeit weder für das Eintreten noch für das Ausbleiben 
des betreffenden Ereignisses involviren. Negirt würde also die Not- 
wendigkeit mit Beziehung auf die — nach Maassgabe der uns 
erreichbaren Genauigkeit des Wissens — mehr oder weniger 
unbestimmt gedachten Bedingungen. Wenn wir dies allgemein für 
eine ganze Kategorie, für die unbestimmt häufige Wiederholung 
gleichartiger Fälle behaupten, so ist hierin weiter die Meinung 
involvirt, dass es die individuellen Bestimmungen der Einzel- 
föUe sind, welche, uns jedesmal unbekannt, die betreffenden Er- 
folge bestimmen. Hiernach ergiebt sich, dass der Eintritt eines 
Ereignisses dann als ein zufälliger bezeichnet werden darf, wenn 
es die unserer Kenntniss entzogenen genaueren ontologischen 
Bestimmungen der bedingenden Umstände sind, von welchen das 
Stattfinden oder Ausbleiben abhängt. 

Lehrte uns also die Erfahrung , dass beim Würfel-Spiel die 
Resultate 6, 5, 4 etc. an gewisse angebbare und der Beobachtung 
zugängliche Umstände geknüpft wären, so dass wir in die Lage 
kämen, den bevorstehenden Erfolg im Voraus angeben zu können, 
so würde zu sagen sein, dass das Spiel thatsächlich nicht in der 
früher angenommenen Weise ein Zufalls-Spiel sei. Die Eichtig- 
keit der gegebenen Erklärung kann man daran bestätigen, dass 
uns allgemein mit der Zufälligkeit eines gewissen Erfolges die 
logische Besonderheit durchaus verknüpft erscheint, dass der 
factische Verlauf in einem oder mehreren Fällen eine daran an- 
schliessende Modification der Erwartung für die folgenden nicht 
gestattet. In der That sind wir gewohnt, derartige Analogie- 
Schlüsse mit der Wendung abzulehnen, dass der Verlauf der 
Fälle vom Zufall abhänge. 

Nimmt man nun das Wort Zufall in diesem Sinne, so steht 
jedenfalls soviel fest, dass die Wahrscheinlichkeits-ßechnung sich 
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ganz vorzugsweise mit Gebieten des Znfalls zu beschäftigen hat. 
— Wir sahen schon oben, dass und aus welchem Grunde von 
aDen numerischen Wahrscheinlichkeiten diejenigen bei Weitem 
das grösste Interesse in Anspruch nehmen, welche Chancen 
sind. Halten wir die dort gegebene Erklärung dieses Begrifls 
mit der soeben entwickelten Definition des Zufalls zusammen, so 
übersehen wir sofort, dass eine Chance stets die Wahrscheinlich- 
keit eines solchen Ereignisses ist, dessen Eintreten oder Ausbleiben 
vom Zufall abhängt. Demgemäss wird nun der oft gehörte 
Satz, die Wahrscheinlichkeits-Rechnung sei eine Berechnung des 
Zufalls, wenigstens in dem ganz allgemeinen Sinne gerechtfertigt 
erscheinen, dass sie sich in rechnender Weise mit diesen dem 
Zufall unterworfenen Gebieten beschäftigt. Hervorzuheben wäre 
indessen erstens, dass noch andere numerische Wahrscheinlich- 
keiten vorkommen können — wir werden solche in der That 
kennen lernen — , welche die gleiche Beziehung zum Zufall 
nicht haben, und zweitens, dass keineswegs überall, wo wir von 
Zufall sprechen, auch eine zahlenmässig angebbare Chance zu 
bestehen braucht, dass also nicht jeder Zufall Gegenstand der 
Rechnung werden kann. 

In der Regel freilich wollte man der Wahrscheinlichkeits-Rech- 
nung, indem man sie als eine Berechnung des Zufalls bezeichnete, 
eine besonders hoch zu schätzende Leistung zuschreiben, und es 
war dann selbstverständlich hiermit mehr gemeint, als dass der 
Gegenstand ihrer Untersuchung in irgend einer Beziehung zum 
Zufall stehe. Die erfahrungsmässige Bestätigung, welche die 
auf Durchschnitts-Resultate vieler gleichartiger Fälle bezüglichen 
Ergebnisse der Wahrscheinlichkeits-Rechnung fanden, ungeachtet 
der ünberechenbarkeit, der Zufälligkeit der Einzelfälle, erschien 
als ein besonderer Triumph; und man konnte es somit als einen 
der Wahrscheinlichkeits-Rechnung zu verdankenden Erfolg an- 
sehen, dass sich Gesetze aufstellen Hessen, denen „selbst der 
Zufall sich unterwerfen müsse.** Eine solche Auffassung kann 
nun nur in wesentlich modificirtem Sinne als richtig anerkannt 
werden. Die Sicherheiten, welche wir auf den betreffenden Ge- 
bieten erwerben, haben doch lediglich die Bedeutung, dass auch da, 
wo die Erfolge vom Zufall abhängen, die Kenntniss der Spiel- 
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raiiras- Verhältnisse häufig ausserordentlich sichere Erwartungen 
gestattet. Das Charakteristische der Methode, durch die wir, 
so zu sagen, des Zufalls Herr werden, besteht eben durchaus in 
der systematischen Erwartungsbildung auf Grund des Princips 
der Spielräume; und die Wahrscheinlichkeits-Kechnung ist streng 
genommen nichts als eine systematische Berechnung von Spiel- 
raums-Verhältnissen. Es ist also ohne Zweifel ein sehr missver- 
ständlicher Ausdnick, wenn man die Wahrscheinlichkeits-ßechnung 
eine Berechnung des Zufalls nennt; man kann streng genommen 
nur behaupten, dass sie unsere Erwartungen bezüglich zufalliger 
Ereignisse berechnet und, unter Umständen, Erwartungen von 
sehr grosser Sicherheit zu bilden gestattet. 

Nicht selten wird das Wort Zufall in einem wesentlich an- 
deren Sinne gebraucht, durch dessen Substitution auch die eben 
erwähnte Definition der Wahrscheinlichkeits-Eechnung eine zu- 
treffendere wird. Es soll nämlich häufig durch die Bezeichnung 
eines Ereignisses als „Zufall'' nicht bloss ein gesetzmässiger Zu» 
sammenhaug mit erkennbaren Bedingungen negirt und somit die 
Möglichkeit einer völlig sicheren Erwartung ausgeschlossen, sondern 
auch über den Grad derjenigen Ei'wartung, welche berechtigt sei, 
etwas ausgesagt werden. In diesem Sinne nennen wir den Eintritt 
eines Ereignisses unter gewissen, unbestimmt gedachten Umständen 
namentlich dann „einen Zufall" oder noch ausdrücklicher einen 
„besonderen** oder einen „merkwürdigen** Zufall, wenn derselbe 
mit sehr geringer Wahrscheinlichkeit zu erwarten war. So wäre 
es „eiu Zufall**, wenn Jemand 3 mal hinter einander 6 wirft; 
dass dagef^en unter vielen Würfen einer erheblich häufiger vor- 
kommt als die übrigen, wird uns dann „kein Zufall** sein, wenn 
der Schwerpunkt des Würfels excentrisch liegt. 

Von dieser Bedeutung ausgehend kann mau nun ganz 
eigentlich die Wahrscheinlichkeits-ßechnung eine Berechnung des 
Zufalls nennen; denn die Zufälligkeit ist graduell verschieden 
und die Wahrscheinlichkeits-Ziffer giebt uns au, wie sehr der 
Eintritt eines Ereignisses als „ein Zufall** anzusehen sein würde. 

Die eben erwähnte Anwendung des Wortes Zufall führt uns 
schon auf eine weitere Modification seines Sinnes, welche hier 
ebenfalls noch besprochen werden muss, weil wir nicht umhin 
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können werden, das Wort in dieser Bedeutung anzuwenden. Wenn 
wir ein zukünftiges Ereigniss als vom Zufall abhängig be- 
zeichnen, so ist der Sinn dieser Behauptung in der Kegel der 
bis jetzt betrachtete, dass sein Eintreten oder Ausbleiben von den 
besonderen unserer Kenntniss sich entziehenden Bestim- 
mungen der bedingenden Umstände abhänge. Wenn wir da- 
gegen ein bereits eingetretenes Ereigniss als zufällig bezeichnen, 
so ist damit in der Eegel weniger die Meinung verbunden, dass 
die dasselbe herbeiführenden Besonderheiten der bedingenden Um- 
stände nicht hätten ermittelt werden können, als vielmehr die, 
dass dieselben nicht durch einen einfach angebbaren einheitlichen 
Begriff auszudrücken sind In diesem Sinne ist die Zufälligkeit 
insbesondere der Gegensatz des Absichtlichen, des durch mensch- 
lichen Willen planvoll Herbeigeführten. In diesem Sinne ist es 
aber z. B. auch zu nehmen, wenn man sagt, die Gleichläufigkeit der 
sämmtlichen Planeten sei nicht zufällig. Den Erfolgen, um welche 
es sich bei den sogenannten Zufalls-Spielen handelt, kommt die Zu- 
fölligkeit sowol in diesem, wie in dem zuerst besprochenen Sinne 
zu: dafür, dass jetzt 6 geworfen wurde, ist eine einheitliche 
Ursache nicht anzugeben. Auch in dieser letzteren Bedeutung 
nun wird in der Wahrscheinlichkeits- Theorie das Worfe Zufall 
häufig gebraucht. An den Umständen, von welchen das Ein- 
treten irgend welcher Ereignisse abhängt, unterscheidet man 
nämlich einerseits gewisse allgemeineBestiramungen, ander- 
seits die besonderen Gestaltungen, welche innerhalb des Rahmens 
dieser allgemeinen Bestimmungen Statt finden können. , All- 
gemein** heissen diese hier, wie nachdrücklich hervorgehoben 
werden muss, zunächst lediglich deswegen, weil sie eine Anzahl ver- 
schiedener Verhaltungsweisen als besondere Fälle in sich schliessen. 
So ist es z. B. eine allgemeine Bestimmung, dass »irgend Jemand 
eine Münze aufwirft ** , weil eine unübersehbare Menge verschie- 
denen Geschehens unter diesen Begriif fällt. Man pflegt nun zu 
sagen, dass für das Eintreten oder Ausbleiben eines solchen 
Ereignisses einerseits jene allgemeinen Bedingungen , anderseits die 
besonderen „zufälligen" Gestaltungen derselben massgebend seien. 
Hierbei ist die Meinung, dass diese besonderen Gestaltungen 
unserer Erforschung unzugänglich seien, nicht wesentlich; 
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sondern es handelt sich nur darum, die grosse Menge besonderer 
Verhaltungsweisan , welche der allgemeine Begriff mehr oder 
weniger unbestimmt lässt, diesem selbst gegenüberzustellen, -—unter 
den allgemeinen Bedingungen wird hier also nicht allemal der 
Inbegriff dessen, was unserer Kenntnis zugänglich ist, verstanden; 
wenn eine Reihe von gleichartigen Fällen vorliegt, bezeichnet 
man vielmehr in der Regel als die allgemeinen Bedingungen 
derselben die Gesammtheit dessen, was für sie alle gleichmässig 
zutrifft. In diesem Falle liegt es dann nahe, die Bezeichnung 
gewisser Bedingungen als „allgemeine" in diesem letzteren Sinne zu 
nehmen. Dieser Gebrauch soll aber im Folgenden ausdrücklich aus- 
geschlossen sein ; es wird uns nämlich wiederholt die Untersuchung 
beschäftigen, ob gewisse in jenem ersteren Sinne allgemeine Be- 
stimmungen für alle Fälle einer gewissen Art zutreffen, ob sie 
also im letzteren Sinne allgemein sind oder nicht. Da es 
natürlich unzulässig ist, das Wort promiscue in beiden Bedeutungen 
zu gebrauchen, so wollen wir die letztere Eigenschaft, indem wir 
in der Regel die verschiedenen Fälle als successive denken können, 
alsConstanz bezeichnen. Es kann also ebensowol vorkommen, 
dass gewisse allgemeine Bedingungen constante sind, als dass sie 
es nicht sind. Zwar ist es, wie gesagt, in vielen Fällen üblich, 
die Gesammtheit dessen, was constant bleibt, als die allgemeinen 
Bedingungen gewisser Fälle zu nehmen; wenn aber, was gar 
nicht selten vorkommt, diese Bestimmung deswegen unanwendbar 
wird, weil eine solche Constanz in wesentlichen Beziehungen nicht 
Statt findet, so wird es dann mehr oder weniger willkürlich sein, 
was als allgemeine Bedingung und was als Zufall zu bezeichnen 
ist, ein Umstand, auf den bei späterer Gelegenheit noch genauer 
einzugehen sein wird ^). 

9. Wir wenden uns zu der Besprechung gewisser Verhält- 
nisse, welche bei Reihen von gleichartigen Fällen in's 
Spiel kommen. Unter der Gleichartigkeit soll hier verstanden 
sein, dass alle Fälle unter einen und denselben Begriff zu sub- 
siimiren sind und dieselben Möglichkeiten des Verlaufs darbieten ; 
ausserdem soll vorausgesetzt werden, dass für unbegrenzt 



1) Vergl. hierüber Cap. VI. 6. 
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fortzusetzende Keiheu gewisse dauernd constante, also für sämrat- 
liche Einzelfälle zutreffende Bedingungen bestellen. Denken wir 
uns zunächst ein Zufalls-Spiel gewöhnlicher Art in sehr häufiger 
Wiederholung gespielt, etwa aus einem Gefässe, welches gleich 
viele schwarze und weisse Kugeln enthält, sehr viele Ziehungen 
vorgenommen, wobei jedesmal die gezogene Kugel wieder zurück- 
gelegt und mit den übrigen vermischt wird. Für jedes einzelne 
Mal ist die Ziehung einer schwarzen Kugel und einer weissen Kugel 
gleich wahrscheinlich, imd nach dem Gesetze der grossen Zahlen 
ist mit grösster Wahrscheinlichkeit zu erwarten, dass diese Gleich- 
heit in den Gesammt-Resultaten sehr vieler Ziehungen zum Aus- 
druck kommen wird. — Wir wollen nunmehr das Spiel in einzelne 
Beihen zu je 100 Ziehungen abgeteilt denken. Als Gesammt- 
Ergebniss eines solchen Abschnitts ist es am wahrscheinlichsten, dass 
50 Mal eine weisse Kugel gezogen wird, etwas weniger wahr- 
scheinlich, dass dies 49 oder 51 Mal Statt finde, noch weniger, 
dass es 48 oder 52 Mal geschehe etc. Auch diese Wahrschein- 
lichkeiten haben ganz bestimmte Werte, weil bei der vorausgesetzten 
Einrichtung alle einzelnen Ziehungen als unabhängig von einander 
zu betrachten sind. Wenn nun das Spiel sehr lange fortgesetzt 
und somit eine grosse Zahl von solchen Keihen zu je 100 
Ziehungen ausgeführt wird, so kommen auch diese Wahrschein- 
lichkeiten allmählich zum Ausdruck: es werden die Reihen, welche 
gewisse Gesammt - Ergebnisse zeigen, am häufigsten, andere 
seltener vorkommen. Während als Durchschnitts-Ergebniss sämmt- 
licher Reihen die gleiche Häufigkeit der Ziehung von schwarzen 
und weissen Kugeln sich mit immer grösserer Annäherung er- 
gibt, wird gleichzeitig, wie ebenfalls mit grösster Sicherheit zu 
erwarten ist, sich ein gewisses Verhältniss der Häufigkeit heraus- 
stellen, mit welcher die, grössere oder kleinere Abweichungen 
von jenem Gesammt -Mittelwerte darbietenden Reihen auftreten. 
Diese relative Häufigkeit grösserer und kleinerer Abweichungen vom 
Gesammt-Mittel, welche sich in den Resultaten vieler einzelner 
Reihen ergibt, ist das, was man die Dispersion der Reihen- 
Ergebnisse nennt ^). Man stellt dieselbe am passendsten durch 



1) Ich adoptire hier die Bezeichnungen von Lexis (Zur Theorie der Massen- 
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eioe Curve dar, indem man die Punkte einer horizontalen Linie die 
verschiedenen Verhältnisse der gezogenen weissen und schwarzen 

Kugeln, : 100, 1 : 99, 2 : 98, 50 : 50 

98 : 2, 99 r 1 und 100 : bedeuten läijst, und der Curve über 
jedem Punkte die Höhe giebt, welche die Wahrscheinlichkeit des 
von ihm dargestellten Verhältnisses oder die in sehr vielen 
Reihen zu erwartende 
Häufigkeit desselben 
misst. Man erhält so 
eihe Curve wie die 
nebenstehende, welche 
in der Mitte, entspre- ^^^^^ 

chend dem Resultate, ^^' ^^* ä;.-W. dso. Ts^. JA ^ej. 
dass 50 schwarze und 50 weisse Kugeln gezogen werden, ihren 
höchsten Punkt hat und nach beiden Seiten hin in einer be- 
stimmten Weise absinkt. Wir wollen diese Dispersion eine 
normale nennen. Es ist also für ein gewöhnliches Zufalls-Spiel 
wegen der Unabhängigkeit der Einzelfälle bei hinreichend langer 
Fortsetzung mit grösster Wahrscheinlichkeit normale Dispersion zu 
erwarten. — Wir können nun leicht Spiele ersinnen, welche ebenfalls 
in einer Folge von Ziehungen bestehen, deren jede entweder eine 
schwarze oder eine weisse Kugel liefert, welche ebenfalls nach 
bestimmten Regeln dauernd fortgesetzt werden können, gleichwol 
aber von dem vorigen Modus sich erheblich unterscheiden. Es mögen 
z. B. statt des einen Gefasses deren viele vorhanden sein, welche mit 
schwarzen und weissen Kugeln in verschiedenen Verhältnissen 
gefüllt sind. Wir wollen uns ferner denken, dass durch's Loos 
entschieden wird, aus welchem jener Gefösse gezogen werden soll ; 
die Einrichtung soll aber derart sein, dass im Allgemeinen aus 
jedem Gefässe eine grössere Zahl von Ziehungen hintereinander 
gemacht wird. Dies würde z. B. der Fall sein, wenn nach jeder 
Ziehung zunächst durch 's Loos darüber entschieden würde, ob 
aus demselben Gefässe weiter gezogen werden soll, und zwar in 
der Weise, dass eine erhebliche Wahrscheinlichkeit für die Entschei- 



erscheinungen in der menschlichen Gesellschaft), welcher, wie später zu be- 
sprechen sein wird, von dem Begriif der Dispersion äusserst wichtige An- 
wendungen gemacht hat. 
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düng besteht, dass bei demselben Gefässe zu bleiben ist. Es werden 
dann, wie man sieht, manchmal mehr, manchmal weniger, im 
Allgemeinen aber eine grössere Zalil von Ziehungen aus dem- 
selben GeRisse zu machen sein. Sobald das Loos entschieden 
hat, dass zu einem neuen Gefässe überzugehen ist, wird — 
wiederum durch's Löos — bestimmt, aus welchem Gefässe nim- 
mehr zu ziehen ist, wobei jedesmal für alle die gleiche Chance 
gegeben sein soll. Denken wir uns nun auch dieses Spiel sehr 
andauernd gespielt, so ist mit grösster Sicherheit zu erwarten, 
dass alle Gefässe gleich oft durch's Loos zu Ziehungen bestimmt, 
und auch dass durchschnittlich aus jedem gleich viele Ziehungen 
gethan werden; somit wird auch hier in dem Verhältniss der- 
jenigen Ziehungen, welche schwarze Kugeln liefern, zur Ge- 
sammt-Zahl aller Ziehungen allmählich mehr und mehr ein be- 
stimmter Wert sich herausstellen. Derselbe ist offenbar, wenn man 
mit aj a, ag . . . . das Verhältnis der schwarzen zu der Summe 
schwarzer und weisser Kugeln in dem ersten, zweiten, dritten u. s.w. 

Gefässe bezeichnet, das arithmetische Mittel ~-±^^ ^ '^ ' ^° 



wenn n die Zahl der Gefässe ist. Er kann als die Möglichkeit 
bezeichnet werden, welche die für die ganze Keihe geltenden 
allgemeinen Bestimmungen, also die FüUungs- Verhältnisse aller 
Gefässe und die Spielregeln, für die Ziehung einer schwarzen Kugel 
darstellen. Wir wollen diese Werte, da sie von den für 
die ganze Reihe, für die Gesammtheit aller einzelnen Fälle 
geltenden allgemeinen Bestimmungen abhängt, als die Total- 
Möglichkeiten des einen oder des anderen Verlaufs bezeichnen. 
Es mögen nun hier wiederum die Total- Möglichkeiten für die 
Ziehung einer schwarzen und weissen Kugel gleich und somit zu 
erwarten sein, dass diese Gleichheit in der gleichen Häufigkeit des 
einen und des anderen Erfolges allmählich zum Ausdruck kommen 
werde. Wichtig ist nun, dass dies im Allgemeinen nicht mit 
der gleichen Schnelligkeit und Sicherheit geschehen wird, mit der 
sich bei dem zuerst besprochenen Spiel-Modus die Chance geltend 
macht, sondern dass jetzt viel leichter selbst in grösseren Reihen 
noch erhebliche Abweichungen von jenem Verhältniss Statt finden 
können. Fassen wir wieder je 100 aufeinanderfolgende Ziehungen 
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zu einer Reihe zusammen, so wird für das Durchschnitts-Ergebniss 
einer Reihe eine grosse Abweichung von dem Gesammt- Durch- 
schnitt viel wahrscheinlicher sein, als vorhin. Es lässt sich nun 
hier wiederum für jeden Wert dieser Abweichung eine ganz 
bestimmte Wahrscheinlichkeit angeben und es ist daher auch 
hier eine ganz bestimmte Dispersion mit gross ter Sicherheit zu 
erwarten - diese heisst eine übernormale; stellen wir sie 
ebenso wie die normale graphisch dar, so würde die ihr ent- 
sprechende Curve einen niedrigeren Gipfel und höhere Seitenteile 
haben als jene. Die Erwartung der übernormalen Dispersion 
entspricht, wie man leicht sieht, Wahrscheinlichkeits-Ansätzen, 
bei welchen die aufeinander folgenden Einzelfälle nicht als 
unabhängig betrachtet werden dürfen; bei den hier geltenden 
Spiel-Regeln darf mit grösserer Wahrscheinlichkeit erwartet wer- 
den, dass zwei gleiche, als dass zwei ungleiche Kugeln nach 
einander gezogen werden. Die wesentliche Eigentümlichkeit des 
Spiels ist, kurz ausgedrückt, darin zu sehen, dass dem Zufall 
unterworfene Umstände vorhanden sind, welche die Chancen für 
eine grössere Zahl aufeinanderfolgender Ziehungen in demselben 
Sinne beeinflussen. Die übernormale Dispersion kann selbst- 
verständlich je nach den besonderen Bestimmungen des Spiels 
ganz verschieden sein; namentlich ist es von grossem Einfluss 
auf dieselbe, wie sehr die Verhältnisse schwarzer und weisser 
Kugeln in den einzelnen Gefässen untereinander differiren. — Be- 
trachten wir nunmehr auch noch eine Einrichtung des Spiels, 
welche unternormale Dispersion erwarten lässt, d. h. bei welcher 
für die eine bestimmte Zahl einzelner Ziehungen enthaltende Reihe 
die grossen Abweichungen von dem Durchschnitts- Verhältniss mit 
noch geringerer, die kleinen Abweichungen mit grosserer Wahr- 
scheinlichkeit zu erwarten sind als bei der normalen. In der graphi- 
schen Darstellung Avürde die Curve der unternormalen Dispersion 
einen höheren Gipfel und niedrigere Seitenteile besitzen als die der 
normalen, sich also von dieser in der entgegengesetzten Weise wie 
die der übernormalen entfernen. Man sieht leicht, dass eine unter- 
normale Dispersion zu erwarten ist, sobald eine grössere Wahr- 
scheinlichkeit dafür besteht, dass zwei hintereinander ausgeführte 
Ziehungen ungleiche Resultate, als dass sie die gleichen haben. 
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Auch dieses Verhalten kann leicht durch eine passende Spiel- 
Einrichtung realisirt werden. Wir stellen z. B. zwei Gefässe auf, 
welche derart gefüllt sind, dass in demselben Verhältniss die 
schwarzen Kugeln in dem einen und die weissen in dem anderem 
Gefässe überwiegen, und verfahren dann so, dass jedesmal, wenn 
eine weisse Kugel gezogen ist, die folgende Ziehung aus dem 
ersteren Gefässe, jedesmal nach Ziehung einer weissen dagegen 
die nächste Ziehung aus dem zweiten Gefässe geschieht. Je 
stärker wir in dem einen Gefässe die schwarzen, in dem anderen 
die weissen Kugeln überwiegen lassen, um so kleiner wird offen- 
bar die zu erwartende Dispersion; enthielte jedes Gefass aus- 
schliesslich Kugeln von einer Farbe, so müsste regelmässig ab- 
wechselnd eine schwarze und eine weisse Kugel gezogen werden 
und die Dispersion wäre für gradzahlige Reihen = 0. 

Noch ein Modus derjenigen Bedingungen, von welchen wir 
uns eine Reihe gleichartiger Fälle beherrscht denken können, 
ist hier mit Rücksicht auf spätere Anwendungen zu erwähnen. 

Während bei der Einrichtung des Spieles, welche wir 
soeben als der übernormalen Dispersion entsprechend kennen 
lernten, es vom Zufall abhängt, aus welchem Gefässe jede Ziehung 
zu geschehen hat, können wir es uns auch von vorn herein fest 
bestimmt denken, dass in regelmässiger Folge eine bestimmte 
Zahl von Ziehungen aus dem ersten, sodann eine bestimmte 
Zahl aus dem zweiten Gefässe u. s. w. Statt finden soll, und 
dass so abgegrenzte Reihen entstehen, welche in Bezug darauf, 
wie häufig aus jedem Gefässe gezogen worden ist, notwendig 
alle genau unter einander übereinstimmen. Es ergiebt sich auch 
unter diesen Umständen eine leicht anzugebende Total-Möglich- 
keit für die Ziehung einer schwarzen und weissen Kugel. 
Wenn nämlich Pi p« Ps . . . . die Zahlen der aus dem ersten, 
zweiten, dritten etc. Gefösse zu thuenden Ziehungen sind und 
ai a^ aa . . . . die jedem derselben zugehörige Chance für die 
Ziehung einer schwarzen Kugel, so ist der Wert 

pi ai + P2 «2 + P» ^^ + . . . • 
pi + P« + P« 

er möge mit ^ bezeichnet werden, diese Total-Möglichkeit. Im 
Verlauf vieler Reihen wird diese in dem Verhältniss der 
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Häufigkeit, mit welcher schwarze Kugeln gezogen werden, 
sich allmählich kenntlich machen. Die Resultate der einzelnen 
Reihen aber werden eine ganz andere Dispersion zeigen, als 
wenn alle Ziehungen aus einem Gefösse Statt gefunden hätten, 
und zwar jedesmal eine unternormale. Man sieht dies leicht, 
wenn man sich die Total-Möglichkeit aus nur 2 Einzelchancen 
zusammengesetzt denkt, von welchen die eine nahezu 0, und die 
andere nahezu 1 ist. Die Reihe setzt sich jetzt aus Einzelfällen 
in bestimmtem Verhältniss zusammen, für deren jeden entweder 
der eine oder der andere Verlauf nahezu sicher ist; unter diesen 
Urastäuden sind selbst massige Abweichungen von dem Durch- 
schnittsresultat schon sehr unwahrscheinlich, die zu erwartende 
Dispersion sehr gering; die letztere würde ^ 0, wenn alle 
Einzelchancen = 1 oder = wären. 

Es ist nun hieraus zu entnehmen, dass Erscheinungs-Reihen, 
welche darin übereinstimmen, dass sie aus einer Wiederholung 
gleichartiger Fälle bestehen, dass sie dauernd unter denselben all- 
gemeinen Bedingungen sich fortsetzen, und dass endlich der 
Verlauf der einzelnen Fälle durch den Zufall bestimmt erscheint, 
sich gleichwol noch sehr verschieden verhalten können. Der 
Grund dieser Verschiedenheiten kann kurz dahin angegeben wer- 
den, dass der Inhalt derjenigen allgemeinen Bedingungen, welche 
als constante die Vorgänge beherrschen, ein wesentlich verschie- 
dener ist, und dass daher auch die Rolle, welche für die Ereig- 
nisse anderseits der Zufall spielt, die besonderen Gestaltungen, 
welche innerhalb jener allgemeinen Bedingungen möglich sind, 
sich ganz ungleich darstellt. In denjenigen Reihen, welche 
übernormale Dispersion erwarten lassen, ist der Zufall, wie 
man wol sagen darf, von grösserem Einfluss, als in denjenigen 
Reihen, deren Einzelfälle ganz unabhängig von einander sind, 
und bei solchen Bedingungen, welche imternormale Dispersion 
ergeben, kann seine Bedeutung wieder noch geringer genannt 
werden *). 



1) Die Angabe einer bestimmten Dispersion, sei es einer zu erwartenden, 
sei es einer beobachteten, setzt stets eine Bestimmung darüber voraus, 
nach welchem Princip die Einzelfälle zu Reihen zusammenzufassen sind, 
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10. Die Reihen gleichartiger Fälle in dem obigen Sinne 
können sich noch in einer ganz anderen, nicht minder wesent- 
lichen Beziehung unterscheiden. Wie die allgemeinen Bedingungen 
auch sein mögen, jedesmal ergeben sie Total-Möglichkeiten, 
welche bei hinlänglicher Ausdehnung der Keihen als das Häufig- 
keits-Verhältniss der einen und der anderen Erfolge sich geltend 
machen. Diese Total-Möglichkeiten wollen wir uns für eine Reihe 
gleichartiger Fälle bekannt denken. Es ist nun oft eine sehr 
wichtige Frage, ob dieselben für die Erwartung, welche bezüglich 
irgend eines Einzelfalls zu bilden ist, als Maass angesehen 
werden dürfen oder nicht. Offenbar ist dies der Fall bei der 
gewöhnlichen Einrichtung des Zufalls -Spiels, z. B. wenn die 
sämmtlichen Fälle Ziehungen aus demselben Geßlsse sind, und 
die gezogene Kugel jedesmal zurückgelegt und untermischt wird. 
Bei den verwickelten Verhältnissen dagegen, die vorhin betrachtet 
wurden, können in dieser Hinsicht die allergrössten Verschieden- 
heiten bestehen. 

Wenn z. B. das Loos entscheidet, aus welchem Gefösse 
jedesmal gezogen werden soll, so wird die Erwartung für die 
nächste Ziehung von der Total-Möglichkeit abweichen können, 
wenn uns bekannt wird, aus welchem Gefässe dieselbe Statt zn 
linden hat und wir wissen, in welchem Verhältniss das betreffende 
Gefäss schwarze und weisse Kugeln enthält. 

Natürlich aber wird sich die Wahrscheinlichkeit anders für 
denjenigen bestimmen, welchem diese Verhältnisse nicht mitgeteilt 
werden, der etwa nur das Schluss-Resultat, ob Weiss oder Schwarz 
gezogen wurde, jedesmal zu hören bekommt. Es ist auch sehr 
denkbar, dass bei gewissen Modis der Spiel-Beobachtung nicht- 
numerische Wahrscheinlichkeiten sich einmischen : dieser oder jener 
Umstand könnte darüber Vermutungen nahe legen, aus welchem 
Gefässe die nächste Ziehung Statt finden wird. Es ist hieraus 



wie vielleicht nicht überflüssig ist, noch ausdrücklich hervorzuheben. In 
dem ersteren unser Beispiele giebt die Succession der Ziehungen dieses 
Princip, in dem letzten giebt die Spielregel die bestimmt abgegrenzten 
Reihen. Wollte man durch zufälliges Zusammenstellen von Einzelfällen 
Reihen bilden, so erhielte man natürlich stets normale Dispersion. 
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leicht ersichtlich, dass es eine zwar den gewöhnlichen Zufalls- 
Spielen, mit völlig übereinstimmenden Einzelfällen, zukommende, 
sonst aber durchaus nicht notwendig verwirklichte Eigenheit ist, 
dass die Total-Möglichkeit zugleich in definitiver Weise die auf 
jeden Einzelfall bezügliche Wahrscheinlichkeit angiebt. Wir wollen 
diese Eigenheit als die definitive Bedeutung der Total- 
Möglichkeit oder als die Chancen - Gleichheit der 
Einzelfillle bezeichnen. Wenn bei verwickelten allgemeinen 
Bedingungen die einzelneu ins Spiel kommenden Zufälligkeiten 
sich successive geltend machen, so wird im Allgemeinen das 
Fehlen dieser Chancen - Gleichheit dadurch bedingt sein, dass 
unsere letzte Erwartung Statt findet, nachdem ein Teil jener 
Entscheidungen schon gefallen und ihr Ergebniss zu unserer 
Kenntniss gelangt ist. Um ein einfaches Beispiel hierfür 
anzuführen, denken wir uns, dass in ganz zußilliger Weise 
leichte und schwere Fälle einer Krankheit zur Beobachtung 
kommen; es mögen dauernd gewisse allgemeine Bedingungen 
bestehen, welche dafür, dass ein solcher oder ein solcher Fall 
sich darbiete, gewisse Möglichkeiten ergeben; es möge ferner 
jede von den hiernach möglichen Beschaffenheiten der Krankheit 
eine gewisse Chance des tödtlichen Ausgangs zuzuschreiben sein, 
und somit ein ganz bestimmtes Verhältniss der Total-Möglich- 
keiten für einen tödtlich verlaufenden und einen mit Genesung 
endigenden Fall dieser Krankheit bestehen. Die Kenntniss dieses 
Verhältnisses wird uns gestatten, von vorn herein mit grosser Sicher- 
heit anzugeben, wie gross die durchschnittliche Mortalität der 
betreffenden Krankheit in einer grossen Zahl von Fällen sich 
ergeben wird. Sie ist aber keineswegs die Wahrscheinlichkeit, 
mit welcher wir im einzelnen Falle den tödtlichen Ausgang zu 
vermuten haben ; die Beobachtung lehrt uns schon, oder gestattet 
doch Vermutungen darüber, wie die erste vom Zufall abhängige 
Entscheidung, ob wir einen Fall dieser oder jener Art bekommen, 
thatsächlich ausgefallen ist. Die Total-Möglichkeit hat also hier 
mit Bezug auf die Erwartung des tödtlichen Ausganges keine 
definitive Bedeutung. Zu bemerken ist, dass jedesmal, wenn die 
Einzelfalle sich nach irgend einem Princip in Keihen ordnen, 
welche nicht normale Dispersion zeigen, hierdurch schon diese 
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Chancen-Gleichheit ausgeschlossen ist; denn es muss dann immer 
der factische Verlauf der schon beobachteten, derselben Reihe 
angehörigen Fälle die bezüglich des neuen Falles zu bildende 
Erwartung von dem Durchschnitts- Werte mehr oder weniger ab- 
weichend gestalten. 

Von den im Bisherigen erörterten Begriffen ist,* wie wir 
sehen werden, bei der Beurteilung der in der Wirklichkeit sich 
darbietenden Erscheinungs - Reihen ausgiebige Anwendung zu 
machen, und es wird sich die Wichtigkeit derselben dabei noch 
deutlicher herausstellen. 
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Capitel V. 

Die Arten der nnmerischen Wahrscheinlichkeit, 

1. Die Untersuchungen des 3. Capitels hatten uns gelehrt, 
dass die numerischen Wahrscheinlichkeiten, welche wir bei den 
Zufalls-Spielen für das Eintreten dieses oder jenes Erfolges an- 
geben können, aus dem besonderen Umstände zu erklären sind, 
dass innerhalb eines grösseren Verhaltungs-Spielraumes die den 
verschiedenen Erfolgen entsprechenden Teile überall in regel- 
mässiger Weise mit einander abwechseln und in constantem 
Grössen - Verhältniss stehen. Man wird zunächst geneigt sein, 
diesen Modus als den einzigen zu betrachten, welcher die 
Wahrscheinlichkeit zahlenmässig darstellbar macht; denn, wie 
wir bei der Besprechung desselben schon erwähnten, finden wir 
nur in ihm die Erklärung für die Indifferenz und für die Ver- 
gleichbarkeit der von verschiedenen Annahmen umfassten Spiel- 
räume, und anderseits hatten wir in diesen die wesentlichsten 
Voraussetzungen für die numerische Auswertung der Wahrschein- 
lichkeit gleich zu Anfang kennen gelernt. Nichtsdestoweniger 
zeigt sich bei weiterer Verfolgung des Gegenstandes, dass doch 
auch einige von der bisher betrachteten erheblich abweichende 
Formen der numerischen Wahrscheinlichkeit existiren ; allerdings 
sind diese im Vergleich zu jener nicht als etwas wesentlich 
Neues, sondern nur als gewisse, theoretisch leicht verständliche 
Modificationen zu betrachten. Man wird auf diese besonderen 
Arten der zahlenmässigen Wahrscheinlichkeit naturgemäss durch 
die Betrachtung gewisser naheliegender und üblicher Verfahrungs- 
weisen geführt, und ich will auch hier von diesen ausgehen, weil 
eine Aufklärung derselben ohnehin wünschenswert ist. — Es kann 
die Frage aufgeworfen werden, ob nicht die bestimmte Wahr- 

Yon Kries, Wahrsclieinlichkeits-Bechnnng. ' g 
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scheinlichkeit, welche wir einer Annahme zuschreiben, auch 
für solche andere gelten muss, die als Consequenzen jener zu 
betrachten sind, ob also nicht die für ein Verhalten in Anschlag 
zu bringende numerische Wahrscheinlichkeit auf Anderes im 
Wege des Schlusses übertragen werden darf. So könnte man 
insbesondere meinen^ dass, wenn im deductiven Schlüsse die eine 
der Prämissen sicher, die andere dagegen mehr oder weniger 
zweifelhaft ist, die Conclusion die Wahrscheinlichkeit dieser letz- 
teren Prämisse teile. In der That ist diese Ansicht mehrfach 
teils ausdrücklich aufgestellt, teils bei gewissen Uebertragungen 
numerischer Wahrscheinlichkeiten auf Annahmen, für welche sie 
nicht unmittelbar gelten, stillschweigend zu Grunde gelegt wor- 
den. Zunächst ist nun, wie leicht ersichtlich, die Bedingung 
dafür, dass ein Satz die Wahrscheinlichkeit eines anderen teile, 
in der eben angefahrten einfachen Weise noch nicht genügend 
angegeben. Vielmehr ist nur dann zwei Sätzen, a und b, not- 
wendig die gleiche Wahrscheinlichkeit zuzuschreiben, wenn sie 
einander gegenseitig ergeben, wenn sowol a aus b, als auch 
b aus a gefolgert werden darf. Im deductiven Schlüsse ist 
somit die Wahrscheinlichkeit der einen Prämisse Pj, — die 
andere P, als sicher vorausgesetzt — auf die Conclusion C nur 
dann zu übertragen, wenn der Schluss umkehrbar ist, wenn aus 
der Giltigkeit von C und P, auch wiederum die von Pj gefolgert 
werden kann. Unter diesen Umständen sind, mit Rücksicht auf die 
sichere Richtigkeit von Pj, die Annahmen P, und C in der That völlig 
äquivalent. Einfachste Beispiele erläutern leicht die Unzulässig- 
keit der Wahrscheinlichkeits-Uebertragung, wenn die Abhängig- 
keit keine wechselseitige ist, die Umkehrbarkeit des Schlusses 
nicht Statt findet. Es bestehe für die Prämisse P», „dieser 
Stein ist Diamant'', eine ganz geringe Wahrscheinlichkeit; die 
zweite Prämisse P, „Diamant schneidet Glas" ist sicher; die 
Conclusion „dieser Stein schneidet Glas* wird die geringe Wahr- 
scheinlichkeit der ersteren Prämisse nicht notwendig teilen, da 
es sehr möglich ist, dass ein Stein Glas schneidet, auch ohne 
Diamant zu sein. Die Wahrscheinlichkeiten von P, und C stehen 
vielmehr jetzt in dem Verhältniss zu einander, dass die eine nicht 
kleiner, wol aber grösser als die andere sein kann; die Wahr- 
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scbeinlichkeit, dass der vorliegende Stein die Eigenschaft besitze, 
Glas zu schneiden, muss als mindestens ebenso gross angesehen 
werden, als die, dass er Diamant sei. Die Betrachtung des 
Schluss- Verfahrens fuhrt also mit Bezug auf die Wahrscheinlich- 
keit nur zu dem sehr einfachen Theorem, dass zwei Annahmen, 
von welchen keine ohne die andere bestehen kann, die gleiche 
Wahrscheinlichkeit zukommen muss. 

2. Versuchen wir nun, von dem soeben aufgestellten Satze zum 
Zwecke einer Uebertragung von numerischen Wahrscheinlich- 
keiten Gebrauch zu machen, so stossen wir auf eine weitere 
Schwierigkeit. Denken wir uns, um wieder an ein bestimmtes 
Beispiel anzuknüpfen, es wäre bei der Anstellung irgend welcher 
Beobachtungen eine numerische Wahrscheinlichkeit p dafür 
anzugeben, dass das Resultat derselben von dem wahren Werte 
der zu bestimmenden Grösse um nicht mehr als einen gewissen 
Betrag, + a, abweichen werde. Die Beobachtungen seien nun 
wirklich ausgeführt und ihr Ergebniss sei der Wert x; nunmehr 
scheint es correct, wenn wir sagen, es sei mit der Wahr- 
scheinlichkeit p anzunehmen, dass der wahre Wert um nicht 
mehr als + a von x abweiche. In der hier gemachten Wahr- 
scheinlichkeits- Uebertragung lässt sich leicht das obige Ver- 
hältniss erkennen; wir wissen ganz sicher, dass der Wert x als 
Beobachtungs-Resultat herausgekommen ist; somit sind die beiden 
Sätze: »der Beobachtungsfehler ist kidner als + a* und „der 
wahre Wert liegt zwischen x — a und x + a* in der That gleich- 
bedeutend; auch dem zweiten wäre daher die für den ersten 
geltende Wahrscheinlichkeit p zuzuerkennen. Bei dieser Be- 
trachtungsweise ist nun noch ein wichtiger Umstand übersehen. 
Wir müssen nämlich bedenken, dass die Wahrscheinlichkeit p 
diejenige ist, mit welcher wir vor Anstellung der Beobachtungen 
einen Fehler von weniger als + a zu erwarten hatten. Es ver- 
steht sich aber keineswegs von selbst, dass dieselbe unverändert 
giltig geblieben ist, nachdem die Beobachtungen ausgeführt wor- 
den sind und einen bestimmten Wert ergeben haben; vielmehr 
hat auch ebensowol die Annahme, dass der wahre Wert in den 
Grenzen x + a liege, schon vor den Beobachtungen eine gewisse, 
kleine oder grosse, wenn auch im Allgemeinen nicht zahlenmässig 
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angebbare Wahrscheinlichkeit. Nachdem mm das Ergebniss x 
erhalten worden ist, muss offenbar für die resultirende Wahr- 
scheinlichkeit der beiden, nunmehr aneinander gebundenen An- 
nahmen jede der Wahrscheinlichkeiten in Betracht kommen, welche 
vorher der einen und der anderen, für sich genommen, zukam; 
aus diesen beiden Elementen muss sich in irgend einer Weise 
die nunmehr beiden gemeinsam zuzuschreibende Wahrscheinlich- 
keit ergeben. In einer ganz anderen, als der zuerst voraus- 
gesetzten Weise können wir dies uns dadurch verwirklicht denken, 
dass etwa schon vor der Ausführung der Beobachtungen zufolge 
anderweitiger genauer und sicherer Bestimmungen die betreffende 
Grösse bekannt gewesen wäre; alsdann verändert sich, indem der 
Wert X für sie gefunden wird, nicht, wie gewöhnlich, die Wahr- 
scheinlichkeit dafür, dass sie diesen oder jenen Wert besitze, sondern 
lediglich die Wahrscheinlichkeit für die Beträge des Beobachttmgs- 
Fehlers: es steht sofort ganz fest, wie gross derselbe gewesen 
ist. Aber auch wenn nicht ein bestimmtes Wissen, sondern nur 
irgend welche Vermutungen über die wahren Werte der zu 
bestimmenden Grösse bestanden hätten, würden diese selbst- 
verständlich die resultirende Wahrscheinlichkeit modificiren. Es 
ist also keineswegs zulässig, bei den in Rede stehenden Zu- 
sammenhängen zweier Annahmen die Wahrscheinlichkeit, welche 
einer derselben für sich betrachtet — etwa ehe ihr Zusammen- 
hang mit der anderen bekannt geworden ist — zukommt, ein- 
fach auf die andere zu übertragen; vielmehr wird es sich in 
solchen Fällen um eine ganz neue Wahrscheinlichkeits-Ermittlung 
handeln, welche jedenfalls unter Combination der beiden Wahr- 
scheinlichkeiten zu geschehen hat, welche den beiden zunächst un- 
abhängig von einander gedachten Annahmen zukommen. Die ge- 
nauere Verfolgung eines Versuchs, Wahrscheinlichkeiten im Wege 
des Schlusses zu übertragen, führt uns also zu der Einsicht, dass 
dieses überhaupt nicht Statt finden kann; sie veranlasst uns gleich- 
zeitig zu der Untersuchung der besonderen Wahrscheinlichkeits- 
Ansätze, welche gemacht werden müssen, sobald zwei inhaltlich ver- 
schiedene Annahmen notwendig mit einander verknüpft sind'). 



1) Das eben gefundene Resultat, dass eine Wahrscheinlichkeits-Ueber- 
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Die Verbindung nun, welche zwischen zwei Annahmen a und 
b besteht, können wir uns darstellen als eine Einschränkung der 
Conibinationen zwischen den, zwei verschiedene Gegenstände 
betreffenden Möglichkeiten. In der That erscheinen in einer Hin- 
sicht die Annahmen a und nona, in der anderen b und nonb 
zulässig, combinirt aber nur a imd b einerseits, non a und non b 
anderseits. Von der Gesammtheit aller vorliegenden Möglich- 
keiten sind gewisse Combinationen als zulässig, andere als aus- 
geschlossen zu bezeichnen. Von dieser Vorstellung wollen wir 
alsbald Gebrauch machen, um die besonderen Umstände auf- 
zufinden, unter welchen auch solche combinirte Wahrscheinlich- 
keiten sich zahlenmässig darstellen. 

3. Vorher indessen wollen wir noch zeigen, dass auch die 
Zergliederung einer anderen Verfahrungsweise, welche in der 
Wahrscheinlichkeits-Eechnung eine grosse EoUe spielt, auf ganz 
denselben Fall ims hinleitet, dass eine Anzahl von Möglichkeiten 
nicht frei combinirbar erscheint. Gehen wir auch hier von 
einem bestimmten Beispiele aus. Es seien 6 geometrisch und 
physisch ganz übereinstimmende Würfel gegeben, welche nur 
in der Art, wie ihre Seiten bezeichnet sind, sich unter- 
scheiden; sie mögen nämlich resp. auf einer, zwei, drei, vier, 
fünf und sechs Seiten ein +, auf allen übrigen immer eine 
tragen. Diese Würfel schütteln wir in einem Gefösse sorgfältig 



tragung nicht Statt finde, bedarf einer gewissen Einschränkung; bei der ganzen 
soeben durchgeführten Betrachtung gingen wir nämlich von der Voraus- 
setzung aus, dass jeder der beiden Annahmen, für sich betrachtet, eine 
gewisse Wahrscheinlichkeit zugeschrieben werden könne. Dies ist nun offen- 
bar z. B. dann nicht der Fall, wenn die eine der beiden Annahmen gar 
nicht unabhängig von der anderen wahrscheinlich oder unwahrscheinlich 
gemacht werden kann. So sind alle unsere Vermutungen über zukünftiges 
Geschehen ganz ausschliesslich bedingt durch das, was wir über das gegen- 
wärtige oder vergangene Verhalten der Wirklichkeit ermitteln können ; und 
eine Wahrscheinlichkeit, mit welcher diese oder jene zukünftigen Ereignisse 
zu erwarten wären, unabhängig von der Wahrscheinlichkeit derjenigen 
gegenwärtigen Verhaltungsweisen, an welche wir sie uns geknüpft denken 
müssen, kann es der Natur der Sache nach gar nicht geben. In diesem 
Falle findet also allerdings, wenn man es so nennen will, eine Uebertragung 
der Wahrscheinlichkeit Statt. 
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durcheinander und ziehen sodann einen heraus. Ohne ihn zu 
besehen, würfeln wir mit ihm einige Male, wobei wir immer 
nur beobachten, welche Bezeichnung die oben liegende Seite 
trägt. Setzen wir dies einige Zeit fort, so kann offenbar daraus, 
wie häufig + und wie häufig geworfen wird, mit einiger 
Sicherheit entnommen werden, welchen der 6 Würfel wir in die 
Hand bekommen haben. Wir wollen annehmen, as seien nur 
drei Würfe gethan worden und dabei der Reihe nach +, und 
wieder + gefallen, und wir fragen nun, ob eine und eventuell 
welche numerische Wahrscheinlichkeit dafür anzugeben sei, dass 
wir den ersten, zweiten oder jeden anderen Würfel gegriffen 
haben. Die, wie wir gleich sehen werden, zu ganz richtigen 
Ergebnissen führende Art imd Weise, in welcher die Lehrbücher 
diese und ähnliche Fragen behandeln, ist die folgende: Von vorn 
herein ist die Ziehung jedes Würfels gleich wahrscheinlich, es 
liegen also in dieser Hinsicht 6 zunächst gleich mögliche An- 
nahmen vor; nachdem der Erfolg einiger Würfe zur Beobachtung 
gekommen ist, muss die einer jener Annahmen nunmehr zu- 
kommende Wahrscheinlichkeit proportional gesetzt werden der- 
jenigen Wahrscheinlichkeit, welche der in ihr angenommene 
Thatbestand für den thatsächlich eingetretenen Erfolg ergeben 
würde. Es ist dies das sogen annte Bayes'sche Princip, welches 
mit Recht als einer der wichtigsten Sätze der Wahrscheinlich- 
keits-Theorie angesehen wird. In unserem Falle hätte das wirklich 
beobachtete Ergebniss unter der Voraussetzung, dass der erste 
Würfel gezogen wäre, die Wahrscheinlichkeit 
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6 21ö 
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6 216 
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ete. Würfel gegriffen zu haben, den Zahlen 5, 16, 27, 32, 25 
und proportional zu setzen, und würden somit durch die 

5 15 27 

Brüche j^, t^, j^ etc. auszudrücken sein. Versuchen wir 

nun, uns deutlich zu machen, auf welche Art von Betrachtung 
diese Wahrscheinlichkeits-Ansätze gegründet werden können. 

Von vorn herein wäre zunächst ein gewisser Verhaltungs- 
Spielraum bezüglich der Durchmischung der Würfel und der 
Ziehung eines derselben anzunehmen; mit Bücksicht auf diesen 
darf in bekannter Weise die Ergreifung jedes Würfels gleich 
wahrscheinlich gesetzt werden. Dieses würde, wie noch aus- 
drücklich zu bemerken ist, selbstverständlich ganz ebenso 
gelten, wenn die Ziehung schon geschehen ist, als wenn sie erst 
geschehen soll, solange wir nur sicher sind, dass das factische 
Ergebniss der Ziehung in den weiteren, zu unserer Kenntniss 
gelangten Ereignissen sich in keiner Weise hat bemerklich 
machen können; beziehen sich ja doch unsere Wahrscheinlich- 
keits-Betrachtungen niemals direct und wesentlich auf die Zu- 
kunft, sondern stets auf gegenwärtige und vergangene Verhaltungs- 
weisen. Dass also der Würfel schon gezogen ist, wird, unter 
jener Voraussetzung, in der That als irrelevant zu betrachten 
sein. — Ebenso besteht nun ferner für die Würfelbewegungen ein 
gewisser Spielraum des Verhaltens, nach Maassgabe dessen wir 
bei jedem Würfel und jedem der drei Würfe die sechs mög- 
lichen Endlagen für gleich wahrscheinlich erachten. Durch die 
Combination der beiden Verhaltungs-Spielräume ergiebt sich nun 
eine grosse Keihe von Möglichkeiten; nachdem aber die Zie- 
hung und die drei Würfe ausgeführt und die Besultate dieser 
letzteren beobachtet sind, erweist die Erfahrung eine gewisse 
Menge von diesen als nicht realisirt, nämlich alle diejenigen, welche 
nicht die Folge + + herbeigeführt haben würden. Die 
Beobachtung zwingt uns also, so zu sagen, zu einer nachträg- 
lichen Auswahl aus den ursprünglich als gleich möglich auf- 
gestellten Fällen: wir eliminiren die der Erfahrung wider- 
sprechenden und ermitteln die Wahrscheinlichkeit nach dem 
Zahlen- Verhältniss derjenigen, welche mit ihr im Einklänge sind. 
Auch hier also sind die Möglichkeiten bezüglich der Durch- 
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mischung und Ziehung und diejenigen bezüglich der Würfel- 
bewegungen nicht frei combinirbar, sondern gewisse Annahmen 
in der einen Hinsicht schliessen, mit ßücksicht auf das, waä 
beobachtet worden ist, gewisse in der anderen aus. 

4. Eichten wir nunmehr unsere Aufinerksamkeit darauf, 
wie unter diesen Umständen die numerische Darstellbarkeit der 
Wahrscheinlichkeit für die combinirten Annahmen resultirt, so 
scheint dies wenigstens in dem zuletzt besprochenen Beispiel 
einfach angebbar. Wenn wir nämlich die ursprünglich als gleich- 
wertig angesetzten Fälle auch dann noch, nachdem die Erfahrung 
bezüglich der drei Würfe hinzugekommen ist, als gleichwertig 
betrachten und nur diejenigen unter ihnen, welche sich als nicht 
realisirt erwiesen haben, streichen, so resultirt, wie leicht ersicht- 
lich, eben dasjenige Zahlen-Verhältniss, welches die vorhin an- 
geführte Regel angiebt. 

In dem oben besprochenen Beispiel böten die Ziehung eines 
Würfels unter sechs solchen und die drei mit ihm auszuführenden 
Würfe 6 . 216 = 1296 gleichwertige Fälle; von diesen sind nur 
105 in Uebereinstimmung mit dem, was thatsächlich beobachtet 
worden ist, also die übrigen 1191 auszuschliessen. Unter den 
restirenden 105 aber sind die der Ziehung der einzelnen Würfel 
entsprechenden in den oben genannten Zahlen 5, 16, 27 etc. 
enthalten. Dies ist die gewöhnliche Ableitung der Kegel, nach 
welcher man, der Aufstellung von Bayes zufolge, die Wahr- 
scheinlichkeit der „Ursache beobachteter Ereignisse* ermittelt. 
Die mathematische Form derselben, welche hier nicht wol über- 
gangen werden darf, ist die, dass, wenn ein factisch eingetretenes 
Ereigniss durch mehrere verschiedene Umstände herbeigeführt 
sein kann, die Wahrscheinlichkeit eines jeden derselben gegeben 
wird durch den Bruch 

piai 
Spa ' 

hier bedeutet für einen jeden jener Umstände p die Wahrschein- 
lichkeit, mit welcher seine Eealisimng ohne Kücksicht auf den 
factisch beobachteten Erfolg anzunehmen wäre, a die Wahrschein- 
lichkeit, mit welcher beim Statt finden jenes Umstandes das 
Ereigniss zu erwarten ist; pi und «i sind die einem beliebigen 
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dieser Umstände entsprechenden Werte, und S bezeichnet die 
Summation der Producte pa für alle überhaupt als Ursache in 
Frage kommenden Umstände. 

Wir thun indessen wol, den hier Statt findenden Wahr- 
scheinlichkeits-Ansatz noch etwas genauer zu begründen und zwar 
in diriöcter Berücksichtigung der Verhaltungs-Spielräume, wie sie 
sich darstellen, nachdem das betreffende Ereigniss beobachtet 
worden ist. Denn es lässt sich nicht verkennen, dass die Ab- 
leitung des ßayes'schen Princips , wie wir sie eben gaben und 
wie sie üblich ist, nicht ganz einwurfsfrei erscheint. Wir stellen 
hier nämlich eine Anzahl gleichwertiger Annahmen auf; die Er- 
fahrung erweist einen Teil derselben als unrichtig; wir verwerfen 
also diese und bestimmen die Wahrscheinlichkeit durch die 
Zählung der übrig bleibenden; werden aber diese noch als gleich- 
wertig betrachtet werden dürfen? wird nicht vielleicht auch für 
sie das neu hinzugekommene Wissen eine Störung des vorher 
bestehenden Gleichgewichts bedingen? Diese Fragen erledigen 
sich ohne Schwierigkeit, wenn wir überlegen, wie derjenige Ver- 
haltungs-Spielraum eigentlich aussieht, dessen Teile in den nach 
der Bayes' sehen Regel gebildeten Wahrscheinlichkeits- Ansätzen 
verglichen werden. Wir sehen dann leicht, dass zunächst der 
ganze, durch die vollständige Combination aller Verhaltungs- 
weisen gebildete Spielraum solche Teile, die dem factisch beob- 
achteten Resultate entsprechen, und solche, die es nicht thun, 
mit anderen Worten solche, die wir in Betracht ziehen, und solche, 
von denen wir absehen müssen, überall in constantem Aus- 
dehnungs-Verhältniss durcheinander gemischt enthält. Wir wollen 
die Gesammtheit der ersteren kurz als den „zulässigen** Teil 
des ganzen Spielraums bezeichnen; dieser stellt also sozusagen 
einen durchbrochenen, einen lückenhaften Spielraum dar. In 
dem obigen Beispiele bildeten überall die zulässigen Teile ~ 
des ganzen. Innerhalb dieser nun stehen die den Ziehungen 
der verschiedenen Würfel entsprechenden Stücke wiederum in 
constantem Verhältniss, und alle die Eigentümlichkeiten, von 
welchen die zahlenmässige Darstellbarkeit der Wahrscheinlichkeit 
abhängt, die Indifferenz, die Vergleichbarkeit und Ursprünglich- 
keit der Spielräume sind ganz in derselben Weise verwirMicht, 
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wie bei dem gewöhnlichen Fall des lückenlosen Spielraums. Die 
ganze Besonderheit unseres Falles besteht also in der durch die 
Erfahrung gegebenen Beschränkung der Möglichkeiten, welche so zu 
sagen eine Decimirung des ganzen Spielraums bedingt. Nunmehr 
ist auch einfach verständlich, dass diejenigen Zahlen- Werte, welche 
man gewöhnlich bezeichnet als diejenigen Wahrscheinlichkeiten, 
welche unter gewissen Voraussetzungen bestanden haben würd en, 
in der That, wie es ja sein muss, auch für denjenigen Wissens- 
zustand, welcher factisch Statt findet, eine einfach angebbare Be- 
deutung haben. Die Wahrscheinlichkeit z. B., mit welcher unter der 
Voraussetzung, dass der Würfel Nr. 3 gezogen ist, das factische 
Kesultat + + zu erwarten wäre, bezeichnet nichts Anderes, 
als ein wie grosser Teil von dem dieser Ziehung entsprechenden 
Spielraum als „zulässig** zu gelten hat. Ist von zwei Spielräumen, 

welche im Verhältnis — stehen, von dem ersten ein durch den 

P« 
Bruch a^, von dem zweiten ein durch den Bruch a, gemessener Teil 

übrig geblieben, so stehen offenbar diese restirenden Teile in dem 
Grössen- Verhältnis ^^^, was nichts Anderes als der Inhalt der 

Bayes'schen Formel ist. 

Man sollte daher, streng genommen, die Coefücienten a auch 
nicht als Wahrscheinlichkeiten bezeichnen, da sie als solche gar 
nicht in Betracht komnien, sondern als die Möglichkeiten, 
welche jeder der in Frage kommenden Umstände für die factisch 
beobachteten Resultate repräsentirt. — Die Form des lückenhaften 
oder nur partiell zulässigen Spielraums ist die erste Modification 
der numerischen Wahrscheinlichkeit, auf welche hier hinzuweisen 
war. Dieselbe umfasst die in bekannter Weise nach der Bayes*- 
schen Eegel gebildete „Wahrscheinlichkeit für die Ursachen (besser 
für den Entstehungs-Modus) beobachteter Ereignisse** , unter der 
wesentlichen Voraussetzung aber, dass die sämmtlichen in die 
Berechnung hier eingehenden Werte richtige, auf dem Princip 
der Spielräume beruhende numerische Wahrscheinlichkeiten und 
Möglichkeiten sind. 

5. Factisch wird nun von der Bayes'schen Kegel weit häutiger 
in solchen Fällen Gebrauch gemacht, in welchen die zuletzt ge- 
nannte Voraussetzung nicht zutrifft, vielmehr ein Teil der zu 
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combinirenden Wahrscheinlichkeiten mehr oder weniger willkürlich, 
ja oft geradezu ent«chieden unrichtig bestimmt ist. Wenn gleich- 
wol auch hier schliesslich Resultate gewonnen werden, welche 
im Wesentlichen als correct bezeichnet werden dürfen, so beruht 
dies darauf, dass die hier giltigen Wahrscheinlichkeiten wiederum 
in einer von der bisher besprochenen abweichenden Weise nu- 
merisch darstellbar werden. Wir knüpfen an ein oben erwähntes 
Beispiel nochmals an und denken uns, es sei bei der Ausführung 
irgend welcher Beobachtungen eine numerische Wahrscheinlichkeit 
dafür anzugeben, dass das Eesultat mit einem Fehler von gewisser 
Grösse behaftet sein werde. Diese Wahrscheinlichkeit ist offen- 
bar als Function des Fehlerbetrages auszudrücken: bezeichnen 
wir mit z die Grösse des Fehlers, so ist die Wahrscheinlichkeit, 
dass der Fehler einen Wert zwischen z und z + dz haben werde 
= 9(,)dz, wo <p irgend eine Function bezeichnet. lieber die 
Form dieser letzteren ist hier nur erforderlich zu wissen, dass 
sie jedenfalls für z ^ ihren grössten Wert hat, mit wachsendem 
z abnimmt imd bei gewissen Werten sehr nahezu = wird; 
denn allgemein sind kleine Fehler am wahrscheinlichsten, während 
es fast ausgeschlossen erscheint, dass der Fehler gewisse erheb- 
liche Beträge übersteigt. Wenn die Beobachtung ausgeführt 
ist und ein gewisses Resultat x« geliefert hat, so kann nun die 
Bayes'sche Kegel ein Verfahren an die Hand geben, nach welchem 
die Wahrscheinlichkeit, dass der wahre Wert der zu bestimmenden 
Grösse innerhalb gewisser Grenzen liege, numerisch darstellbar 
erscheint; ein Verfahren, welches jedenfalls strenger ist, als das 
oben als unzulässig erkannte der einfachen „Uebertragung*. Um 
in Fällen dieser Art die Bayes'sche Regel anwenden zu können, 
muss man irgend welche Festsetzungen darüber machen, mit 
welcher Wahrscheinlichkeit unabhängig von den betreffenden 
Beobachtungen ein jeder Wert für die zu bestimmende Grösse wäre 
zu erwarten gewesen. Diese Festsetzung, wir wollen sie in herge- 
brachter Weise die „apriorische** Wahrscheinlichkeits-Ansetzung 
nennen, pflegt man in der Weise zu machen, dass man an- 
nimmt, es sei vor Ausführung der Beobachtung jeder Wert der 
betreffenden Grösse als gleich wahrscheinlich anzusehen, oder besser, 
es sei die Wahrscheinlichkeit dafür, dass er innerhalb eines 
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beliebigen Bereichs Ax liege i einfach Ax proportional zu 
setzen. Unter Zugrundelegung dieser Voraussetzung ergiebt sich 
nun nach der ßayes'schen Eegel zunächst ein numerisches Ver- 
hältniss für die Wahrscheinlichkeit zweier Annahmen; bestehe 
die eine darin, da;ss der wahre Wert zwischen Xi und Xj + dx 
liege, die andere darin, dass er zwischen x, und Xj + dx ent- 
halten sei, so wird die Wahrscheinlichkeit beider Annahmen 
sich verhalten, wie diejenigen Wahrscheinlichkeiten, mit denen 
unter Zugrundelegung derselben der factisch eingetretene Erfolg, 
das Beobachtungs-Ergebniss Xo, wäre zu erwarten gewesen, also 
wie 9 (xi— Xo) ^^ ? (x2— Xo). Hieraus ergiebt sich dann leicht 
die Form, in welcher die Bayes'sche Eegel sich hier darstellt; 
es wird nämlich die Wahrscheinlichkeit dafür, dass der wahre 
Wert zwischen den Grenzen a und b liege, gegeben durch den 
Bnich 

b 



/' 



f (X-Xo) 



dx 



+ 00 



^ (x-xo) 



dx 



— 00 

Diese Formel kann man sich aus der oben gegebenen 
^^-^ dadurch entstanden denken, dass die Zahl der zu summirenden 
Glieder unendlich gross geworden ist. — Nun kann es keinem 
Zweifel unterliegen, dass von den hier der Rechnung zu Grunde 
gelegten Voraussetzungen die eine nicht als streng correct be- 
trachtet werden darf, nämlich diejenige, welche in der Formu- 
lirung des apriorischen Wahrscheinlichkeits- Ansatzes enthalten 
ist. Erstlich kommt es wol kaum vor, dass Bestimmungen von 
Grössen gemacht werden, ohne dass über deren wahren Wert 
schon im Voraus irgend welche Vermutungen begründet wären; 
mögen solche noch so unsicher sein, so müssen sie doch den 
apriorischen Wahrscheinlichkeits-Ansatz in irgend eiuer Weise 
modificiren. Wenn wir indessen von solchen Vermutungen 
gänzlich abstrahiren, so stellt ferner der apriorische Wahr- 
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scheinlichkeits- Ansatz den schon früher erörterten Fall dar, 
dass für eine freie Erwartungsbildung ein erheblicher Spiel- 
raum besteht, verschiedene Teile desselben aber nicht unter 
einander vergleichbar sind und somit die Bemessung der Wahr- 
scheinlichkeit willkürlich ist. Sobald wir uns demgemäss an 
einem bestimmten Beispiel deutlich machen, was jener apriorische 
Wabrscheinlichkeits- Ansatz besagt, so lässt sich nicht verkennen, 
dass derselbe nicht aufrecht erhalten werden kann. Es mögen 
z. B. die Beobachtungen ein specifisches Gewicht betrefifen; die 
Aufstellung, es sei vor Ausführung der betreffenden Beobachtungen 
ebenso wahrscheinlich, dass dasselbe zwischen 0,5 und 0,6, wie 
dass es zwischen 100,1 imd 100,2 liege, ergiebt sich mitKück- 
sicht auf die beiden soeben namhaft gemachten Punkte als un- 
zulässig. Die Eigentümlichkeit dieses und ähnlicher Fälle beruht 
nun lediglich auf der besonderen Form der Funktion y; dieser 
zufolge sind Werte, welche von dem Beobachtungs-Besultate Xo 
erheblich abweichen, so ausserordentlich unwahrscheinlich, dass 
man sie als ganz ausgeschlossen betrachten darf, und hierdurch 
ist es bedingt, dass die verschiedensten Formen, welche wir dem 
apriorischen Wahrscheinlichkeits- Ansatz geben, doch alle mit 
grösster Annähenmg dasselbe Ergebniss liefern. Die Beobachtung 
möge das specifische Gewicht 3,45 ergeben haben; wenn die- 
selbe einigermaassen genau ist, so kommen die Annahmen, welche 
der zu bestimmenden Grösse Werte unter 3,44 oder über 3,46 
zuschreiben, wegen der enormen ünwahrscheinlichkeit so grosser 
Beobachtungs-Fehler, gar nicht mehr in Betracht, und es ist daher 
die genauere Form des apriorischen Wahrscheinlichkeits-Ansatzes 
ganz irrelevant. Wenn demgemäss die so erhaltenen numerischen 
Wahrscheinlichkeiten schliesslich doch als correct bezeichnet werden 
müssen, so können wir den Grund hiervon jetzt darin erkennen, dass 
eine Vergleichung der apriorischen Wahrscheinlichkeit gar nicht 
allgemein für beliebige Wert-Bereiche erforderlich ist, sondern 
nur für die Teile eines ganz kleinen, das Beobachtungs-Ergebniss 
einscb liessenden Bereiches; innerhalb solcher sehr engen Grenzen 
aber sind die kleinen Teile ohne nennenswerte Willkürlichkeit 
vergleichbar. Somit würde die Correctheit der in Eede stehenden 
Berechnungsweise keiner Beanstandung mehr unterliegen, sofern 



Digitized by 



Google 



— 126 — 

nur die schon vorher über die voraussichtlichen Werte der zu 
bestimmenden Grösse bestehenden Vermutungen innerhalb dieses 
kleinen Bereiches keine erheblichen Unterschiede bedingen, d. h. 
wenn die gegenwärtigen Beobachtungen alles vorherige, den 
Gegenstand betreffende Wissen oder Vermuten an Sicherheit und 
Genauigkeit weit übertreffen. — Versuchen wir nun auch diese 
Fälle unter Bezugnahme auf die Verhaltungs- Spielräume uns 
genau verständlich zu machen, so sehen wir, dass auch sie sich 
von dem gewöhnlichen Modus der numerischen Wahrscheinlich- 
keit nicht principiell unterscheiden, aber wiederum eine neue 
interessante Modification derselben darstellen. 

Wir verstehen zunächst leicht, dass die Wahrscheinlichkeit 
zweier gleicher, sehr kleiner und nahe benachbarter Wert-Bereiche 
dem Bayes'schen Princip gemäss numerisch darstellbar ist. Für 
diese nämlich würde die apriorische Wahrscheinlichkeit unbe- 
denklich gleichzusetzen sein, und nach Ausführung der Beobach- 
tungen wird also ihre Wahrscheinlichkeit in bekannter Weise durch 
die Zahlen gemessen werden, welche angeben, wie grosse Teile dieser 
gleichen Spielräume auf Gnmd der gemachten Erfahrung als 
»zulässig** anzusehen sind. Eine Einschränkung der Vergleichung 
auf solche kleine und benachbarte Bereiche führt nun far ge- 
wöhnlich nur zu wenig erheblichen, nämlich bloss relativen Wahr- 
scheinlichkeits-Bestimmungen : wenn wir auch zwischen den Wahr- 
scheinlichkeiten, dass ein Wert zwischen 5,40 und 5,41, resp. dass 
er zwischen 5,41 und 5,42 liege, ein bestimmtes Grössen-Ver- 
hältniss behaupten können, so nützt uns dies nicht viel, wenn 
wir diese beiden Wahrscheinlichkeiten mit denjenigen nicht ver- 
gleichen können, welche für ganz andere Beträge in Anschlag 
zu bringen sind. Wir haben allerdings jetzt das Wahrscheinlich- 
keits-Verhältniss zweier Annahmen numerisch dargestellt, aber 
nicht die Gesammtheit aller Möglichkeiten in dieser Weise ver- 
gleichbar gemacht. Letzteres, was eigentlich allein wertvoll ist, 
kann, wenn die Vergleichbarkeit sich immer auf kleinste Bereiche 
beschränkt, offenbar nur in zwei Fällen erreicht werden. Von 
diesen ist der erste der, dass die zu vergleichenden Teile in 
regelmässiger Abwechselung und constantem Verhältniss den ge- 
sammten Spielraum ausfüllen, der gewöhnliche Modus mit 
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dess^ Betrachtung wir begonnen haben; der andere aber ist 
der, mit welchem wir es hier zu thun haben. Er beruht zunächst 
darauf, das§ es sich bei der Beurteilung der Wahrscheinlichkeit 
lediglich um die Vergleichung der „zulässigen Teile* eines ganzen 
Verhaltungs-Spielraumes handelt. Das Verhältniss der zulässigen 
zu den ausgeschlossenen Teilen ist nun nicht in dem ganzen in 
Frage kommenden Spielraum gleich; es stellt vielmehr nur an 
einem bestimmten Punkte und in dessen nächster Umgebung 
einen Bruch von erheblichem Betrage dar, nimmt aber bei der 
Entfernung von diesem Punkte rapide ab, und wird ausserhalb 
gewisser enger Grenzen nahezu = 0. Hierdurch wird es wieder 
erreicht, dass eine Erschöpfung sämmtlicher Möglichkeiten durch 
Annahmen von vergleichbarem Wahrscheinlichkeits-Wert zu Stande 
kommt. Zwar kommen Annahmen von streng genommen nicht 
vergleichbarem Wert auch hier ins Spiel; die Wahrscheinlichkeit 
derselben ist aber eine so geringe, dass sie vernachlässigt werden 
dürfen. Während för gewöhnlich die Erschöpfung aller Möglich- 
keiten in der Weise vorzustellen ist, dass die zu vergleichenden 
Teile in constantem Verhältniss den ganzen Spielraum erfüllen, 
geschieht sie hier durch die rapide Abnahme des Zulässigkeits- 
Verhältnisses. 

Ueberblicken wir die betrachteten Arten der numerischen 
Wahrscheinlichkeit, so bemerken wir zunächst, dass, wie es ja 
der Fall sein muss, die Vergleichbarkeit und Indifferenz sehr 
kleiner und benachbarter Spielraums-Elemente überall die Grund- 
lage derselben bildet. Ferner können wir leicht einsehen, dass 
die beiden, soeben einander gegenübergestellten Modi in der That 
die einzigen sind, in welchen eine Erschöpfung aller sich dar- 
bietenden Möglichkeiten durch Annahmen von vergleichbarem 
Wahrscheinlichkeits-Wert Statt finden kann. Sehen wir also 
von den bloss relativen Wahrscheinlichkeits-Bestimmungen ab, die 
sich nur mit der Vergleichung einer beschränkten Zahl von 
Annahmen beschäftigen, so werden wir behaupten dürfen, die 
Verhältnisse, welche numerische Wahrscheinlichkeits- Angaben 
ermöglichen, allgemein und vollständig charakterisirt zu haben. 

6. Vergleichen wir die Arten der Wahrscheinlichkeit, welche 
wir soeben kennen lernten, so entsteht leicht der Schein, 
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dass sie noch in anderen, als den hier aufgeführten Beziehungen 
sich unterscheiden möchten. Wir setzen die Wahrscheinlichkeit 

dafür, dass mit 3 Würfeln in Summa 18 geworfen werde, = ^ ; 

ist es nicht doch etwas wesentlich Anderes, wenn wir sagen, es 
sei mit einer so und so grossen Wahrscheinlichkeit anzunehmen, 
dass dieses oder jenes Ereigniss factisch Statt gefunden habe, 
dass diese oder jene reale Grösse einen gewissen Wert besitze 
u. dergl.? 

Es scheinen hier aufs Neue bezüglich einer Frage, mit welcher 
wir bereits fertig zu sein glaubten, sich Schwierigkeiten zu 
erheben; hat nicht der erstgenannte jener Wahrscheinlichkeits- 
Ansätze einen objectiven Sinn, während die letzteren von lediglich 
subjectiver Bedeutung sind? Die genauere Ueberlegung zeigt, 
dass die Differenzen, welche man bei der Vergleichung dieser 
verschiedenen Wahrscheinlichkeits- Sätze so unmittelbar wahr- 
zunehmen glaubt, zum Teil in der That vorhanden sind, und 
nach unserer früheren Untersuchung wol verständlich gemacht 
und genau bezeichnet werden können; dass sie aber zum Teil 
auch durch gewisse nicht leicht zu vermeidende Verwechselungen 
vorgetäuscht werden. 

In der That sehen wir , um mit dem letzteren Punkte 
zu beginpen, bei einiger Aufmerksamkeit leicht ein, dass 
auch der Erfolg des jetzt auszuführenden Wurfs durch die 
bestehenden Verhältnisse vollständig und genau bestimmt ist. 
So selbstverständlich uns dies erscheint, wenn wir daran 
denken, so nahe liegt es doch der gewöhnlichen oberfläch- 
lichen Anschauung, dies zu übersehen. Hierher rührt es zweifel- 
los, dass wir geneigt sind, die Wahrscheinlichkeit eines Künftigen 
wesentlich zu unterscheiden von der Wahrscheinlichkeit dessen, 
was schon Statt gefunden hat oder dauernd besteht; es liegt zu 
nahe, jenes als ein wirklich noch Unentschiedenes diesem anderen 
als einem factisch bereits Fixirten entgegenzustellen. Machen wir 
uns nun klar, dass diese Vorstellung eine entschieden irrtümliche 
ist, und dass auch die Frage, ob gegenwärtig 5 oder 6 fallen 
werde, lediglich als der Ausdruck unserer subjectiven üngewissheit 
gegenüber einena thatsächlich bereits feststehenden Verhalten ist: 
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so bleibt ein anderer Punkt übrig, in welchem ein gewisser 
Unterschied der einen und der anderen Art von Wahrscheinlich- 
keit zu bestehen scheint. Schon früher hatten wir Gelegenheit, 
zu bemerken, dass das Interesse, welches im Gebiete der Zufalls- 
Spiele den Wahrscheinlichkeits-Sätzen zukommt, in der Haupt- 
sache an ihre Allgemeingiltigkeit geknüpft ist. Die Wahr- 
scheinlichkeit, mit einem Würfel 6 zu werfen, setzen wir = \ 
und haben damit etwas ausgesprochen, was für Jeden und unter 
allen Umständen giltig ist. Wenn wir dagegen die Wahrschein- 
lichkeit eines Ereignisses angeben, welches bereits Statt gefunden 
hat, so ist diese schon in dem Sinne keine allgemein giltige, als 
sie sich nicht auf eine ganze Kategorie von Fällen, sondern nur 
auf einen einzelnen bezieht: sie ist, wie man sagen kann, eine 
singulare. Weiter aber entbehrt sie der Allgemeingiltigkeit 
auch insofern, als keineswegs mehr die Erreichung eines Wissens 
ausgeschlossen erscheint, welches ganz andere Wahrscheinlichkeiten 
ergiebt. Sobald das Ereigniss Statt gefunden hat, sagen wir 
uns auch, dass recht wol irgend Jemand es beobachtet haben 
könnte, dass auch wir jeden Augenblick dieses oder jenes An- 
zeichen seines Verlaufs wahrnehmen können; und die Wahrschein- 
lichkeit, mit der wir annehmen, dass etwas Statt gefimden 
habe, erscheint deshalb stets nur als eine beschränkt und 
individuell giltige. Aehnlich verhält es sich natürlich mit 
der Wahrscheinlichkeit, welche sich auf ein dauernd bestehendes 
und somit auch von jeher beobachtbares Verhalten bezieht. 
Der wesentliche Unterschied, auf den wir hier geführt werden, 
ist also lediglich der schon früher berührte der allgemeingiltigen 
Wahrscheinlichkeit einerseits , der singulären und individuell 
giltigen anderseits. OlFenbar ist nun aber dies keine Differenz 
in dem logischen Charakter der betreffenden Sätze, sondern eine 
durchaus accidentelle Eigentümlichkeit; ob der intellectuelle 
Zustand, dem sie entsprechen, in einem oder in vielen Individuen 
Statt findet, ob er häufig sich in ganz gleichartiger Weise wieder- 
holt oder nicht, das ist selbstverständlich hier ganz irrelevant, 
wo es uns nur darauf ankommt, festzustellen, welches dieser 
intellectuelle Zustand ist. Ich möchte dies um so stärker be- 
tonen, als von verschiedenen Seiten die Meinung vorgebracht 

von Krios, Wahrsclieinliclikoits-Bechnong. Q 
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worden ist, dass jede numerische Wahrscheinlichkeit durchaus 
eine allgemeine sein müsse, und sich auf ein einzelnes individuelles 
Ereigniss ganz und gar nicht beziehe. Im Gegensatz hierzu muss 
ich behaupten, dass streng genommen jede Wahrscheinlichkeit 
eine singulare, auf ein einzelnes bestimmtes Verhalten sich be- 
ziehende ist. 

Jede Wahrscheinlichkeit muss doch einen bestimmten ürteils- 
Inhalt zum Gegenstande haben, der entweder richtig oder falsch 
sein kann ; jede Wahrscheinlichkeit ist notwendig die Wahrschein- 
lichkeit, dass sich dies oder jenes so und so verhalte. So werde 
ich mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit annehmen, dass Cajus, 
dass Sempronius oder dass Titus im Laufe eines Jahres sterben 
werde. Wenn dagegen von der Wahrscheinlichkeit eines all- 
gemeinen Falles gesprochen wird, welcher eine unbestimmte Zahl 
einzelner Verhaltungsweisen in sich begreift, etwa der Wahr- 
scheinlichkeit, „dass ein jetzt 40jähriger Mann noch 20 Jahre 
leben werde* : so ist klar, dass hier das Wort in einem un- 
eigentlichen Sinne genommen sein muss, dass wir es mit einem 
abgekürzten Ausdruck zu thun haben. Ein derartiger Satz hat 
in der That, wenn er mit Wahrscheinlichkeit überhaupt etwas 
zu thun haben soll, lediglich den Sinn, dass er eine allgemeine 
Bestimmung über eine beliebige Anzahl einzelner Wahrscheinlich- 
keiten trifft. Die allgemeinen Wahrscheinlichkeits-Sätze sind, 
wie wir ja auch früher schon zeigten, im Grunde Sätze objectiven 
Inhalts, durch deren Anwendung sich in einer kleinen oder grös- 
seren, eventuell unbegrenzten Zahl von Fällen unsere Erwartungen 
bestimmen, welche also in Verbindung mit der besonderen Kenntniss, 
welche sich auf den Einzelfall bezieht, numerische Wahrscheinlich- 
keiten jedesmal ergeben. Wenn ich z. B. weiss, dass die „Wahr- 
scheinlichkeit, mit einem Würfel 6 zu werfen", = -i ist, so 
findet dabei eine numerisch bestimmte Erwartung gar nicht 
Statt. Erst wenn ich weiss, dass jetzt Jemand würfeln wird, 
habe ich nun auf Grund jenes allgemeinen Satzes den Erfolg C 
mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit zu erwarten. 

Nach Klarstellung dieses Punktes wird nun, wie ich glaube, 
vollständig einleuchtend sein, dass zwischen der wirklichen nu- 
merischen Wahrscheinlichkeit in den vorhin verglichenen Fällen 
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ein wesentlicher Unterschied nicht Statt findet. Die Wahrschein- 
lichkeit, dass in dem Eoulette-Spiel, welches ich beobachte, in 
den nächsten 10 Würfen mindestens einmal Schwarz fallen werde, 
und die Wahrscheinlichkeit, dass der wahre Wert einer realen 
Grösse innerhalb gewisser Grenzen liege: beide sind meine Ver- 
mutungen über ein reales Verhalten, welche objectiv entweder 
richtig oder falsch sind, und welche aus genau demselben Grunde 
und nach genau demselben Princip sich zahlenmässig darstellen 
können. 



9* 



Digitized by 



Google 



Capitel vi. 

Die Gewiniiniig und Begründung Ton Wahr- 
scheinlichkeits-Sätzen. 

1. Für jede Anwendung der Wahrscheinlichkeits -Rech- 
nung erscheint dem Princip der Spielräume zufolge ein bestimmtes 
Wissen von objectiver Bedeutung als notwendige Voraussetzung. 
Die Untersuchung, wie in Beziehung auf verschiedene Gegenstände 
diese den Wahrscheinlichkeits-Sätzen zur Grundlage dienenden 
Kenntnisse gewonnen werden, ist daher ein äusserst wichtiger Teil 
der ganzen Wahrscheinlichkeits-Theorie. Gerade in dieser Beziehung 
nun weichen die Ergebnisse unserer im Obigen dargelegten An- 
schauungen sehr erheblich von dem ab, was die systematischen 
Darstellungen und Lehrbücher der Wahrscheinlichkeits-Rechnung 
enthalten. Eine Berücksichtigung und Richtigstellung der gegen- 
wärtig üblichen Vorschriften hinsichtlich der Anwendung der 
Wahrscheinlichkeits-Rechnung erscheint deshalb um so mehr ge- 
geboten, als, wie wir sehen werden, dieselben in hohem Grade 
unzulänglich und häufig entschieden irreführend genannt werden 
müssen. 

Schon an demjenigen Falle, welcher als typisches Beispiel 
für die „Bestimmung einer Wahrscheinlichkeit" in der Regel 
angeführt wird, können wir den wesentlichen Unterschied der Auf- 
fassungen bemerklich machen. Wenn wir aus einem mit schwarzen 
und weissen Kugeln gefüllten Gefässe viele Male hintereinander 
je eine Kugel herausziehen, die gezogene immer wieder zurück- 
legen und mit den übrigen vermischen, und auf diese Weise 
in einer grossen Zahl von Ziehungen n Mal eine schwarze und 
m Mal eine weisse Kugel erhalten, so scheint der Schluss gerecht- 
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fertigt, dass das Zahlen-Verhältniss der in dem Gefässe ent- 
haltenen schwarzen und weissen Kugeln sich nicht sehr erheblich 
von dem Werte — unterscheide. Demgemäss nehmen wir an, 
dass die Wahrscheinlichkeit, in einer folgenden Ziehung eine 

schwarze resp. weisse Kugel zu erhalten, sehr annähernd = 5 

m n + m 

resp. — q^ — gesetzt werden dürfe. Man bezeichnet diese 

Verfahrungsweise als eine aposteriorische Wahrscheinlich- 
keits-Bestimmung. Legen wir uns die Frage vor, inmeweit 
dieselbe als eine allgemein anwendbare angesehen werden darf, 
so müssen wir darauf achten, dass für die in dem obigen Beispiele 
unfragliche Berechtigung derselben gewisse Kenntnisse in Be- 
tracht kommen, welche deutlich zum Bewusstsein zu bringen 
die gewöhnliche Darstellung unterlässt. So wissen wir schon 
sicher, dass bei Ziehungen aus einem Qefilsse die Wahr- 
scheinlichkeit, eine schwarze oder weisse Kugel zu greifen, ledig- 
lich bestimmt, wird durch das Zahlen-Verhältniss, in welchem 
solche vorhanden sind, dass jeder Ziehung, unabhängig von dem 
Erfolge aller anderen, eine bestimmte Chance des einen und des 
anderen Ergebnisses zuzuschreiben ist, dass die Zahl der Kugeln 
zwischen den einzelnen Ziehungen sich nicht verändert, mit einem 
Worte, dass die ganze zu beurteilende Erscheinung ein Zufalls- 
Spiel mit Constanten Chancen und Unabhängigkeit der EinzelföUe 
darstellt. Was wir empirisch bestimmen, ist demnach nur der 
Zahlen -Wert dieser Chance. Hieraus geht hervor, dass die 
Anwendbarkeit jenes Verfahrens ganz und gar keine allgemeine, 
sondern eine an sehr wesentliche Voraussetzungen gebundene ist. 
Wenn, der üblichen Vorschrift entsprechend, bei jeder beliebigen 
Reihe gleichartiger Fälle, welche teils so, teils anders verlaufen, 
schlechtweg nach „der Wahrscheinlichkeit eines bestimmten Ver- 
laufs in einem derartigen Falle* gefragt wird, so ist, wie schon 
früher hervorgehoben wurde, zunächst fraglich, ob ein Wert, 
welchem diese Bedeutung zuzuschreiben wäre, überhaupt 
existirt. Gegenwärtig kennen wir die Umstände, von welchen 
dies abhängt, und können danach schon mit Sicherheit sagen, 
dass dies jedenfalls nicht allgemein der Fall sein wird. Dem- 
gemäss kann nun auch die Aufgabe, mit der wir uns hier be- 
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schäftigen, durchaus nicht darin bestehen, eine Methode zur nn- 
merischen Bestimmung irgend welcher ganz beliebiger Wahr- 
scheinlichkeiten anzugeben; es wird vielmehr, entsprechend den 
wichtigen objectiven Voraussetzungen, welche in den Wahrschein- 
lichkeits-Sätzen zum Ausdruck gelangen, eine Begründung der- 
selben zu fordern sein, welche weit mehr und ganz Anderes, als 
die blosse Bestimmung eines Zahlen- Wertes einschliesst. Wir über- 
zeugen ims nun leicht, dass eine solche zum grossen Teile in 
Vorstellungen ganz allgemeiner Natur zu suchen ist, welche sich 
auf die Art und Weise, wie die betreffenden Erscheinungen zu 
Stande kommen, und auf das Verhalten der sie bedingenden 
Umstände beziehen; und es ist klar, dass sich über die Ge- 
winnung und den Beweis derartiger Vorstellungen ganz all- 
gemeine Begeln gar nicht aufstellen lassen. Ob daneben auch 
die Beobachtung einer grösseren Zahl von Fällen und der rela- 
tiven Häufigkeit dieses oder jenes Verlaufs zu verwerten ist, 
kann zunächst fraglich erscheinen. Die genauere Ueberlegung 
zeigt, dass auch dies letztere der Fall ist; sie zeigt weiter, 
dass in den meisten Fällen, wie fast alle Sätze von realer 
Bedeutung, so auch die objective Grundlage irgend eines Wahr- 
scheinlichkeits-Satzes in verschiedener Weise geprüft und be- 
wiesen werden kann, ohne dass sich feststellen Hesse, welcher 
Beweis als der entscheidende anzusehen, und welches Gewicht 
dem einen oder dem anderen beizulegen wäre. Unter diesen 
Umständen kann die Aufgabe der allgemeinen Theorie nur darin 
bestehen, die wichtigsten Methoden kenntlich zu machen, 
nach welchen ein Beweis für jene Sätze geliefert oder ihre 
Giltigkeit geprüft werden kann; es kann dagegen keine Ent- 
scheidung darüber getroffen werden, wann und in welchem Um- 
fange jede dieser Methoden am Platze ist, und die Aufstellung 
eines allgemein anwendbaren Untersuchungs- Verfahrens wird über- 
haupt nicht anzustreben sein. 

2. Der erste und theoretisch einfachste Fall würde der sein, 
dass wir in einer ganz präcisen und auf den Grund gehenden Weise 
anzugeben im Stande wären, was bezüglich des thatsächlichen 
Verhaltens gewisser Gegenstände als sicher bekannt anzusehen 
ist, und welchen Spielraum in dieser Hinsicht die Ungenauigkeit 
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unserer Kenntniss offen lässt; ferner, nach welchen Gesetzen die 
Vorgänge innerhalb des betreffenden Gebietes ablaufen ; und end- 
lich, wie grosse ursprüngliche Verhaltungs-Spielräume demzufolge 
diesem oder jenem weiteren Verlauf des Geschehens entsprechen. 

Diese Methode der Begründung der Wahrscheinlichkeits- 
Sätze wäre eine deductive zu nennen; wir wollen sie überdies, 
zur Unterscheidung von einer demnächst zu besprechenden, eine 
detaillirt deductive nennen. Dieselbe erfordert, wie man 
sieht, eine sehr ausgedehnte und genaue Kenntniss des betreffen- 
den Gebietes, welche irgendwie anderweit erworben sein müsste 
und für völlig sicher zu gelten hätte. Es wäre dann eine voll- 
ständige und detaillirte Zurückführung der numerischen Wahr- 
scheinlichkeit auf das Princip der Spielräume möglich; wir könnten 
die sämmtlichen als gleich wahrscheinlich zu erachtenden Ver- 
haltungsweisen aufführen, genau beschreiben, und die Grössen- 
Verhältnisse, auf denen ihre Gleichwertigkeit beruht, vollständig 
angeben. Ein Gebiet, bezüglich dessen die numerischen Wahr- 
scheinlichkeiten in dieser Weise darzustellen und zu begründen 
wären, wüsste ich indessen nicht anzuführen; xmd es ist leicht 
begreiflich, dass ein solches nicht existirt, da wir thatsächlich 
nirgend derartige auf den Grund gehende und sichere Kenntnisse 
bezüglich der Gesetze des Geschehens besitzen. Am ehesten 
könnte man glauben, dass gewisse Teile der Physik, namentlich 
die kinetische Gas-Theorie, eine Wahrscheinlichkeits-Betrachtung 
von der eben geschilderten Art zuliessen; doch ergiebt auch hier 
die genauere Prüfung, dass dies streng genommen nicht der 
Fall ist. 

Es wird hier genügen, ohne der ausführlichen Besprechung 
dieser interessanten Anwendungen der Wahrscheinlichkeits-Rech- 
nung vorzugreifen, die wichtigsten Eigentümlichkeiten derselben 
kurz anzuführen. Wir betrachten nach der kinetischen Theorie 
eine Gasmenge als eine grosse Zahl von einzelnen Molekülen, 
welche in lebhafter Bewegung begriffen hin und her fahren, von 
einander und von den sie einschliessenden festen oder flüssigen 
Körpern abprallend. Die hier anzustellenden Wahrscheinlichkeits- 
Betrachtungen können wir nun in ganz unmittelbarer Weise da- 
rauf basiren, dass uns stets nur die Gesammt-Wirkung sehr 
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vieler Moleküle zur Beobachtung kommt, die spezielle Anordnung 
dieser sich aber unserer Kenntniss durchaus entzieht. Indem 
wir ferner über die Wirkungs-Gesetze gewisse Voraussetzungen 
machen, z. B. annehmen, dass die Moleküle nach Art zusammen- 
stossender elastischer Körper von einander abprallen, oder dass 
zwischen ihnen eine mit der Entfernung ausserordentlich schnell 
abnehmende abstossende Kraft besteht, können wir zeigen, dass, 
wenn ein bestimmtes Quantum Gas längere Zeit in einen Raum 
eingeschlossen sich selbst überlassen ist, mit grösster Wahrschein- 
keit gewisse Eigentümlichkeiten seines Zustandes zu erwarten 
sind. In dieser Weise sucht die kinetische Theorie die Aus- 
gleichung des Drucks und der Temperatur, welche in einem sich 
selbst überlassenen, von äusseren Einwirkungen abgeschlossenen 
Gase Statt findet, ähnlich auch die Uebertragung der Wärme 
von dem höher temperirten auf das kältere Gas abzuleiten. Die 
grosse Durchsichtigkeit, welche die Wahrscheinlichkeits-Betrach- 
tung in diesem Falle besitzt, ihre Anknüpfung an direct angeb- 
bare und eine sehr verständliche Grössen-Vergleichung zulassende 
Verhaltungsweisen, bildet unzweifelhaft eine wesentliche Ueberein- 
stimmung der hier Statt findenden Begründung mit derjenigen, 
welche wir eine detaillirt deductive nannten. Gleichwol ist diese 
Uebereinstimmung nur eine äusserliche und das logische Ver- 
halten ein wesentlich verschiedenes. Denn wir besitzen ja keines- 
wegs eine anderweit gewonnene und als sicher zu betrachtende 
Kenntniss der Gas-Moleküle und ihrer Wirkungs-Gesetze ; es wiid 
also von dieser Seite her der ganzen Theorie nur ein gewisser, 
gar nicht näher zu bezeichnender Grad innerer Wahrscheinlich- 
keit zukommen, insofern über die Eigenschaften der Moleküle ge- 
wisse wol verständliche und einfache Annahmen gemacht werden. 
Ein mindestens ebenso wichtiger oder vielleicht noch wichtigerer 
Teil der ganzen Begründung liegt aber darin, dass jene eben 
erwähnten Erscheinungen, die Ausgleichung der Temperatur und 
des Drucks etc., that sächlich immer beobachtet worden sind, 
also in einer Kenntniss eben derjenigen Erfolge, bezüglich welcher 
di^ Wahrscheinlichkeits-Betrachtungen angestellt werden. 

Hiemach ist ersichtlich, dass gerade in der kinetischen 
Theorie eine gemischte, keineswegs einfach zu bezeichnende Be- 
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gründung der Wahrscheinlichkeits-Ä.nsätze Statt findet. Immer- 
hin wird die Heranziehung derselben hier nicht überflüssig sein, 
da sie wenigstens in ausserordentlich deutlicher Weise kenntlich 
macht, wie der ideale Fall einer detaillirt deductiven Begründung 
zu denken wäre. 

3. Die Zufalls-Spiele verhalten sich hinsichtlich der Be- 
gründung der sie betreffenden Wahrscheinlichkeits-Sätze wesent- 
lich anders. Es ist bei ihnen von einer genauen, vollständigen 
und sicheren Kenntniss der die Erscheinungen beherrschenden 
Wirkungs-Gesetze gar keine ßede; es wird auch nicht ein- 
mal in hypothetischer Weise die Aufstellung solcher Gesetze 
versucht. 

Gleichwol kann die Begründung der Wahrscheinlichkeits- 
Sätze hier in deductiver Weise Statt finden, in Anknüpfung an 
gewisse Vorstellungen, welche teils ganz allgemein die Verhält- 
nisse sämmtlicher Zufalls-Spiele betreflfen, teils sich speciell auf 
den gerade vorliegenden Fall beziehen. Betrachtungen wie die- 
jenigen, welche wir im 3. Capitel durchführten, lehren, dass 
auch ohne eine specielle und detaillirte Kenntniss der in Betracht 
kommenden Dinge und ihrer Wirkungs- Gesetze doch gewisse 
Aufetellungen über die Grössen-Beziehungen ursprünglicher Ver- 
haltungs-Spielräume im höchsten Grade wahrscheinlich gemacht 
werden können. 

Wir wollen eine solche Ableitung als eine summarisch 
deductive bezeichnen. Die Eigentümlichkeit derselben besteht 
darin, dass sie zwar in gewissen Beziehungen an ein ganz be- 
stimmtes und genaues Wissen anknüpft, in anderen aber nur von 
äusserst allgemeinen Annahmen, wie z. B. der Stetigkeit gewisser 
Abhängigkeiten ausgeht. Wenn wir die Voraussetzungen, auf 
welche wir uns dort stützten, hier nochmals kurz zusammen- 
stellen, so kann zunächst — im gewöhnlichen Sinne des Worts — 
als sicher bekannt dasjenige objective Zahlen- oder Ausdehnungs- 
Verhältniss betrachtet werden, nach welchem wir die Wahrschein- 
lichkeit zu bemessen pflegen; es ist dies die Zahl der in einem 
Gefasse enthaltenen schwarzen und weissen Kugeln, die regel- 
mässige Gestalt des Würfels oder der aufzuwerfenden Münze, 
die Gleichheit der schwarzen und roten Felder im Roulette etc. 
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Ebenso ist, wenn die Wahrscheinlichkeits-Bestimmung in der 
vorhin geschilderten Weise a posteriori Statt findet, als sicher 
vorauszusetzen, dass das betreffende Verhältniss für die sämmt- 
liehen Fälle einer längeren Reihe unverändert besteht. 

Als ganz sicher kann es ferner gelten, dass die unter- 
scheidenden Eigenschaften der verschiedenen, in ihrer Wahr- 
scheinlichkeit zu vergleichenden Erfolge nicht direct eine Be- 
günstigung des einen oder des anderen involviren: die schwarze 
oder weisse Farbe einer Kugel ist ohne Einfluss auf ihr Qezogen- 
werden, die Bezeichnung der Würfel-Seiten ohne Einfluss auf 
das Fallen desselben. Wenn z. B. unter gewissen Umständen eine 
schwarze Kugel gezogen wurde, so unterliegt es keinem Zweifel, 
dass, falls alles Uebrige sich genau gleich verhalten und nur an 
der Stelle der schwarzen eine weisse Kugel sich befunden hätte, 
nun diese gezogen worden wäre. Durch diese Thatsache knüpfen sich 
bestimmte Wahrscheinlichkeiten bezüglich der Spiel-Resultate an die 
Wahrscheinlichkeiten, welche sich auf die bei Ausführung des Spieles 
vorzunehmenden willkürlichen Bewegungen beziehen. Als sicher 
kann endlich gelten, dass jeder Fall durch eine grosse Anzahl ver- 
schiedener Umstände beeinflusst wird, und für jeden neuen Fall 
immer wieder neue und andere Umstände bestimmend werden. 
Die weiteren Betrachtungen dagegen, durch welche wir die auf 
die Zufalls-Spiele bezüglichen Wahrscheinlichkeits-Ansätze ver- 
ständlich zu machen suchten, sind von der eigentümlichen Art, 
welche die ganze Ableitung zu einer summarisch deductiven 
macht. Aus der Art und Weise, wie die betreffenden Vorgänge . 
zu Stande kommen, ergiebt sich in fast überzeugender Weise, 
dass für gewisse Verhaltungsweisen stetige Wahrscheinlichkeits- 
Ansätze zu machen sind, dass kleine und benachbarte Wert-Bereiche 
sehr nahezu gleichen ursprünglichen Spielräumen entsprechen. 
Die in Rede stehende Ableitung von Wahrscheinlichkeits-Sätzen 
ist nun keineswegs auf die Zufalls-Spiele beschränkt ; wir können 
vielmehr sehr leicht Fragen ersinnen, hinsichtlich welcher ganz 
ähnlich zu begrandende numerische Wahrscheinlichkeiten sich 
angeben lassen. Dies ist insbesondere wichtig, weil auch hier 
mit Bezug auf das Gesammt-Ergebniss sehr vieler Fälle ausser- 
ordentlich sichere Erwartungen gebildet werden können, und 
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weil die Verlässlicbkeit, welche wir diesen wirklich beimessen, den 
logischen Wert einer summarisch deductiven Ableitung deutlich 
erkennen lässt. Wenn wir z. B. über die Höhe des Barometer- 
Standes Wahrscheinlichkeits-Betrachtungen anstellen, so wird in 
ganz ähnlicher Weise, wie wir die Wahrscheinlichkeits-Sätze 
bezüglich der Zufalls-Spiele ableiteten, die üeberzeugung zu ge- 
winnen sein, dass für jeden Zeitpunkt Werte, welche in der zweiten 
Decimale die Ziffer 4 resp. 5 enthalten, gleich wahrscheinlich 
sind. Wir würden weiter zeigen können, dass mit grösster Sicher- 
heit erwartet werden darf, dass im Verlauf längerer Zeit die 
Werte der einen und der anderen Art im Ganzen gleich lange 
Statt finden. Es wird wol allgemein berechtigt scheinen, dies 
von vorn herein als nahezu sicher anzusehen, und man würde es 
für ein müssiges und überflüssiges Unternehmen halten, einen 
empirischen Nachweis dafür zu erbringen. 

Nichtsdestoweniger versteht es sich von selbst, mag aber 
doch noch hervorgehoben werden, dass die summarische Ableitung 
der Wahrscheinlichkeits-Sätze eine absolute Sicherheit nie 
gewähren kann; denkbar bleibt es immerhin, wenn auch 
extrem unwahrscheinlich, dass z. B. in den Bewegungen des 
Würfeins ein gewisser Typus überwöge, welcher, wenn jetzt 
eine bestimmte Seite oben liegt, für den nächsten Wurf ein 
bestimmtes Resultat wahrscheinlicher machte als alle übrigen, 
u. dergl. 

ünt^r diesen Umständen mag man es als wichtig betrachten, 
dass auch die empirische Beobachtung der Erfolge immer zu 
Wahrscheinlichkeits- Aufstellungen geführt hat, welche mit den de- 
ductiv ermittelten sehr nahezu übereinstimmten, und dass also 
insofern auch von einer direct empirischen Begründung dieser 
Wahrscheinlichkeits -Sätze gesprochen werden darf. Es sind 
wenigstens bis jetzt noch niemals Verhältnisse bekannt ge- 
worden, unter welchen bei einem regelmässigen Würfel eine 
Begünstigung eines bestimmten Wurfes oder einer bestimmten 
Folge von Würfen sich hätte beobachten lassen. Auch den sonstigen, 
jetzt sofort zu besprechenden Anforderungen an eine empirische Bo« 
gründung von Wahrscheinlichkeits-Sätzen haben die Zufalls-Spiele, 
sofern man derartige Versuche angestellt hat, stets Genüge 
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gethan *). Welcher Wert nun auf die deductive, welcher auf 
diese empirische Begründung zu legen ist, das lässt sich in einer 
allgemein giltigen Weise gar nicht angeben, und es scheint mir 
auch überflüssig, darüber Erörterungen anzustellen. Jedenfalls 
wird kein Zweifel darüber bestehen können, dass die auf die 
Zufalls-Spiele und ähnliche Gegenstände bezüglichen Wahrschein- 
lichkeits-Sätze mit grösster Sicherheit und äusserster Annäherung 
als richtig bezeichnet werden dürfen. 

4. Im Gegensatz zu den bisher betrachteten deductiven 
Ableitungen wollen wir nunmehr sehen, wie sich eine im engeren 
Sinne empirisch zu nennende, d. h. eine auf die Beobachtung der 
betreffenden Fälle selbst zu gründende Gewinnung von Wahr- 
scheinlichkeits-Sätzen zu gestalten hat^). Die erste Bedingung 
dafür, dass man überhaupt hoffen kann, eine zahlenmässige Wahr- 
scheinlichkeit zu erhalten, ist offenbar die, dass eine Anzahl von 
Fällen, die eine gewisse Gleichartigkeit zeigen, zum Teil einen, 
zum Teil einen anderen Verlauf nehmen, dass bei den einen dieser, 
bei den anderen jener Erfolg auftritt. In einem derartigen Ver- 
halten liegt schon eine gewisse üebereinstimmung mit der Reihe 
einzelner Fälle eines Zufalls -Spiels. Diese üebereinstimmung 
wird eine noch vollkommenere, wenn unsere Kenntnisse bezüglich 
jedes einzelnen Falles unvollständig sind, so dass der Erfolg 
jedesmal, wie beim Zufalls-Spiel, ungewiss erscheint. So be- 
obachten wir z. B im Laufe längerer Zeit eine grosse Zahl von 
Typhus-Fällen; ein Teil der Kranken stirbt, ein anderer Teil 
wird wieder gesund; und in jedem einzelnen Falle ist es nicht 
mit Sicherheit im Voraus anzugeben, ob das Eine oder das An- 
dere Statt finden werde. Unter solchen Umständen nun scheint 
es wenigstens denkbar, dass die ganze Erscheinimgs-ßeihe sich 
in der That einem gewöhnlichen Zufalls-Spiele analog verhalte: 
dass unsere Kenntniss des einzelnen Falles, welcher zufolge wir 
ihn als einen Typhus bezeichnen, einen gewissen Bereich des 



1) Vergl. z. B. die Verbuche über das Aufwerfen von Münzen, von 
welchen Jevons berichtet. (Principles of Science, p. 208.) 

2) Vergl. hierüber Lexis, Zur Theorie der Massenerscheinungen in 
der menschlichen Gesellschaft. 
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Verhaltens offen lasse, und dass innerhalb dieses vergleichbare 
und indifferente ursprüngliche Spielräume von bestimmtem Grössen- 
Verhältniss dem tätlichen Ausgange und der Genesung entsprechen. 
Es bestände alsdann für jeden Typhus-Fall eine gewisse Chance 
des einen und des anderen Verlaufes, und es erschiene als Sache 
des Zufalls, ob dieser oder jener eintritt. 

Es fragt sich nun: wie kann die Ueberzeugung gewonnen 
werden, dass die Sache sich in Wirklichkeit so verhält? Ich 
möchte mit Bezug hierauf zunächst bemerken, dass es wol kein 
Gebiet geben kann, in welchem die Prüfung dieser Annahme 
ganz ausschliesslich in der hier zu betrachtenden empirischen 
Weise Statt zu finden hat; vielmehr wird man stets auch ver- 
suchen müssen, an das anzuknüpfen, was über das Zustande- 
kommen der betreffenden Erscheinungen und die Natur ihrer 
Abhängigkeit bekannt ist oder vermutet werden darf, und 
so auch in deductiver Weise möglichst ein Verständniss und 
eine Begründung für die etwa aufzustellenden Wahrscheinlich- 
keits-Sätze zu gewinnen. Je besser und vollständiger dies ge- 
lingt, und je mehr die Annahmen, die die Wahrscheinlich- 
keits-Sätze involviren würden, auch anderweit sich plausibel 
machen lassen, um so besser begründet wird die ganze Vor- 
stellung von dieser Seite her erscheinen. Hiervon also soll 
hier gänzlich abgesehen und lediglich die Beobachtung der Fälle 
selbst und ihres Verlaufs in Betracht gezogen werden. 

Die erste und wesentlichste Frage ist offenbar die, ob für 
die betreffenden Verhältnisse irgend welche allgemeine Be- 
dingungen, deren Kenntniss zu der Angabe bestimmter Chancen 
berechtigte, wirklich constant bestehen. Wir erwähnten vorhin 
schon die Sicherheit analoger Voraussetzungen bei den Zufalls- 
Spielen; dass der Würfel, mit dem wir eine grössere Zahl von Würfen 
ausführen , dauernd die gleichen Bezeichnungen auf seinen Seiten 
trägt, dass das Geföss, aus welchem wir Kugeln herausgreifen, 
vor jeder Ziehung dieselbe Zahl schwarzer und weisser Kugeln 
enthält u. s. w. : das unterliegt keinem Zweifel. Einer ganz be- 
liebigen Reihe gleichartiger Erscheinungen gegenüber würde das 
entsprechende Verhalten nicht von vom herein als sicher an- 
genommen werden dürfen. Es wäre, wie man kurz sagen kann, 
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erst zu prüfen, ob dieselbe sich überhaupt wie ein nach den- 
selben Kegeln dauernd fortgesetztes Zufalls-Spiel verhält. 

Meist gelingt es, wenn auch nicht ganz präcise, doch einiger- 
maassen und ungefähr anzugeben, wie jene allgemeinen Verhält- 
nisse vorzustellen sind, durch welche wir uns jene Chance bestimmt 
denken müssen. Wenn wir von der Wahrscheinlichkeit eines so 
und so grossen Beobachtungs-Fehlers sprechen, werden unter 
den allgemeinen Bestimmungen die Aufmerksamkeit des Be- 
obachters, die LeistungsßLhigkeit seiner Sinnes-Organe, die Be- 
schaffenheit seiner Instrumente u. s. w. zu verstehen sein ; für 
die Wahrscheinlichkeit des letalen Verlaufs einer bestimmten . 
Krankheit würden in ähnlicher Weise die allgemeinen hygienischen 
Verhältnisse, die Beschaffenheit des Conlagiums etc. in Betracht 
kommen. Sobald wir den , allgemeinen Bestimmungen* in dieser 
Weise einen, wenn auch nur annähernd präcisirten Sinn geben, 
ist es unmittelbar einleuchtend, wie die dauernde Constanz der- 
selben im Allgemeinen fraglich ist. Es wäre vergeblich, hier- 
gegen einzuwenden, dass man stets aus einer Keihe beobachteter 
Fälle irgend welche, sie sämmtlich umfassende, allgemeine Be- 
stimmungen würde abstrahiren können, welche im Ganzen eine 
gewisse Chance dieses oder jenes Verlaufs involviren; denn auch 
zugegeben, dass dies ganz allgemein denkbar wäre, so würde 
dann doch wieder durchaus zweifelhaft sein, ob für einen oder 
viele weitere Fälle dieselben Bestimmungen noch zutreffen. Die 
Ueberzeugung nun, dass gewisse allgemeine, die Chancen des 
Verlaufs bestimmende Verhältnisse für eine Eeihe gleichartiger 
Fälle in dauernder Constanz bestehn, kann offenbar auf die That- 
sache gegründet werden, dass in einer sehr ausgedehnten Be- 
obachtung die relative Häufigkeit der verschiedenen Verlaufs- 
weisen dauernd sehr annähernd dieselbe geblieben ist. Man wird 
diesen Nachweis mit dem, was gewöhnlich aposteriorische Wahr- 
scheinlichkeits-Bestimmung genannt wird, nicht verwechseln; es 
handelt sich nicht um die Ermittelung eines Zahlen -Wertes, 
welche im Allgemeinen aus einer Keihe von einigen hundert 
Fällen schon mit überschüssiger Sicherheit und Genauigkeit würde 
geschehen können, sondern es handelt sich um die Untersuchung, 
ob ein solcher Zahlen- Wert in der That in dauernder Constanz 
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sich erhält. Dazu ist jedesmal die Beobachtung einer grösseren 
Anzahl derartiger Reihen erforderlich. 

Nehmen wir an, dass ein hinlänglich grosses Beobachtungs- 
Material vorläge, und dass dasselbe in befriedigendster Weise die 
Constanz eines derartigen Wertes herausstellte, so dürfte trotz- 
dem nicht vergessen werden, dass der Annahme gleicher all- 
gemeiner Bedingungen auch für die zukünftigen Fälle nur die 
massige Sicherheit eines Analogie-Schlusses zugeschrieben werden 
kann. Wir sind zunächst zu der Annahme veranlasst, dass ge- 
wisse Verhältnisse längere Zeit hindurch gleichmässig bestanden 
haben, und erwarten demgemäss, dass dies auch in Zukunft der 
Fall sein wird ; eine bestimmte Notwendigkeit aber, welche diese 
Fortdauer an ein mit Sicherheit bekanntes gegenwärtiges Ver- 
halten knüpfte, vermögen wir nicht anzugeben. 

Wir sehen, dass die erste Frage, die nach der Existenz con- 
stanter allgemeiner Bedingungen, zwar nicht mit voller Sicherheit, 
aber doch mit grösserer oder geringerer Wahrscheinlichkeit em- 
pirisch beantwortet werden kann, falls ein hinlänglich grosses 
Beobachtungs-Material vorliegt. 

5. Denken wir uns nun diese Frage bejahend beantwortet, 
so folgen weitere, welche für die Aufstellung bestimmter nu- 
merischer Wahrscheinlichkeiten nicht minder wesentlich sind : nach- 
dem sich herausgestellt hätte, dass die betreffenden Erscheinungen 
sich einem nach denselben Regeln dauernd fortgesetzten Zufalls- 
Spiele analog verhalten, würde es notwendig sein, zu ermitteln, 
welcher Art diese Regeln sind. Vor Allem ist es wichtig zu wissen, 
ob die Erscheinungen auch in der Hinsicht als einem gewöhn- 
lichen Zufalls-Spiele analog angesehen werden dürfen, dass jene 
allgemeinen Bedingungen für alle Einzelßllle dieselbe Wahr- 
scheinlichkeit des einen und anderen Verlaufs ergeben, und ob 
dabei diese sämmtlich von einander im Sinne der Wahrschein- 
lichkeits-Rechnung unabhängig sind oder nicht. Wir haben 
nun früher gesehen, dass diese Verhältnisse ebenfalls bei hin- 
länglich fortgesetzter Beobachtung sich in einer gewissen Weise 
bemerklich machen; durch sie nämlich wird es bestimmt, 
welche Dispersion wir erhalten, wenn wir nach irgend einem 
Princip kleinere oder grössere Zahlen von Fällen zu einzelnen 
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Reihen zusammenfassen und die Gesammt-Eesultate dieser Beihen 
untereinander vergleichen. 

Wir haben die Umstände, von welchen die Dispersion ab- 
hängt, früher ausführlich besprochen und können uns hier auf 
die damals erhaltenen Resultate beziehen. Es leuchtet danach 
ein, dass, wenn die Beobachtung einer hinlänglich grossen Zahl 
von Reihen uns eine nicht normale Dispersion ergiebt, daraus 
geschlossen werden darf, dass die Erscheinungen sich jedenfalls 
nicht einem gewöhnlichen Zufalls-Spiele analog verhalten. Eine 
übernormale Dispersion würde vielmehr schliessen lassen, dass 
Umstände existiren, welche für eine grössere Zahl zusammenge- 
höriger Fälle das Verhältniss der verschiedenen Möglichkeiten in 
demselben Sinne modificiren. Dass wirklich sämmtliche Fälle von 
einander unabhängig sind, und für alle das gleiche Verhältniss 
der verschiedenen Möglichkeiten besteht, würde erst dann zu folgern 
sein, wenn sich jedesmal normale Dispersion herausstellte, nach 
welchem Princip wir auch die Fälle zu einzelnen Reihen zu- 
sammenfassten. 

Von welcher Wichtigkeit die Bestimmung der Dispersion 
ist, das leuchtet unmittelbar ein, wenn wir erwägen, dass eine 
der wesentlichsten Anwendungen der Wahrscheinlichkeits-Rech- 
nung darin besteht, mit Bezug auf eine grössere Reihe von zusammen- 
gehörigen, etwa aufeinanderfolgenden Fällen Erwartungen von 
grosser und angebbarer Sicherheit zu bilden. Wir sehen sofort, dass 
dies ohne eine sichere Kenntniss der die Dispersion bestimmenden 
Verhältnisse unmöglich ist. Auch diese also können empirisch 
ermittelt werden, und wir verwerten dabei ebenfalls die Be- 
obachtung der Fälle selbst, um Schlüsse auf die Art und Weise 
ihres Zustandekommens zu ziehen und so zur Aufstellung von 
Wahrscheinlichkeits- Sätzen zu gelangen. Die Eigentümlichkeit 
dieser Verwertung des Beobachtungs-Materials besteht darin, dass 
nicht bloss auf die Häufigkeit des einen und des anderen Ver- 
laufes, sondern auch auf die Gruppirung der auf die eine und 
die andere Weise verlaufenden Fälle Rücksicht genommen wird. 

6. Durch besondere Gmppirung eines sehr umfangreichen 
Materials könnte endlich eine Beantwortung auch der Frage ver- 
sucht werden, ob in dem betreffenden Gebiete die Total-Möglich- 
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keiten als für den einzelnen Fall endgiltig zutreffende Wahr- 
scheinlichkeiten anzusehen sind, ob eine ^Chancen-Gleichheit* 
aller Einzelfälle Statt findet. 

Denken wir uns nämlich die Total-Möglichkeiten verschie- 
dener Verlaufsweisen durch die Beobachtung einer sehr grossen 
Zahl von Fällen mit einiger Sicherheit ermittelt, so könnte es 
gelingen, die endgiltige Bedeutung derselben dadurch nachzu- 
weisen, dass wir nach irgend welchen Kriterien, welche bei einem 
Teil der Fälle zutreffen, bei anderen nicht, die Gesammtheit 
des Materials einteilten ; und zwar würden wir dabei vorzugs- 
weise solche Kriterien zu wählen haben, denen wir einen Zusammen- 
hang mit der Verlaufsweise zuzutrauen geneigt sein könnten. So 
würden wir, um das damals herangezogene Beispiel wieder auf- 
zunehmen, die beobachteten Typhus-Fälle einteilen, indem wir 
etwa die Patienten nach dem Alter ordneten, oder die in gutem 
Ernährungs-Zustande befindlichen den abgemagerten gegenüber- 
stellten u. dergU Stellte sich nun heraus, dass jedesmal, nach 
welchem Merkmal wir auch einteilen, die relative Häufigkeit 
des tödtlichen Verlaufes doch in allen Gruppen dieselbe ist, so 
könnten wir allmählich die Ueberzeugung gewinnen, dass die 
sämmtlichen unserer Beobachtung zugänglichen Besonderheiten des 
Einzelfalls weder den einen noch den anderen Verlauf wahrschein- 
licher machen, und dass somit die Total- Möglichkeit eine endgiltige 
Bedeutung hat, dass eine vollkommene Chancen-Gleichheit aller 
Einzelfölle besteht. So würden wir z. B. bei einem Zufalls-Spiel, 
wo es freilich nicht erforderlich ist, den empirischen Nachweis er- 
bringen können, dass beliebige besondere Modalitäten der Ausfüh- 
rung ohne Einfluss auf die relative Häufigkeit der verschiedenen Er- 
folge sind : es wird immer in annähernd dem sechsten Teile aller 
Würfe 1 geworfen werden, mögen wir nun mit der rechten oder 
linken Hand, mögen wir Vor- oder Nachmittags, mögen wir bei 
abnehmendem oder bei zunehmendem Monde würfeln etc. Dagegen 
würde natürlich in dem obigen Beispiele, bei den Krankheits-Fällen, 
sobald ein hinlängliches Material vorliegt, leicht die wesentliche 
Beziehung verschiedener Merkmale zu dem Verlauf zu erweisen sein, 
und sich so herausstellen, dass die Erscheinungs-Reihe sich in dieser 
Hinsicht von dem gewöhnlichen Zufalls-Spiel unterscheidet. 

Ton Kries, Wahrscheinliclikeits-Rechniing. 20 
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7. Während nun hier die Aufstellung von Wahrscheinlich- 
keits-Sätzen an nicht ganz einfache Untersuchungen gebunden 
erscheint, ist das gänzliche Absehen von einer derartigen Prüfung 
der betreffenden Keihen die charakteristische Eigentümlichkeit 
derjenigen Methode, welche sich in der Schule der Mathematiker 
für die Anwendung der Wahrscheinlichkeits-Rechnung entwickelt 
hat. Es wird hier jede Reihe von gleichartigen Fällen, welche zum 
Teil einen, zum Teil einen anderen Verlauf nehmen, der Wahr- 
scheinlichkeits-Rechnung so unterworfen, als ob die Constanz 
allgemeiner Bedingungen, die Unabhängigkeit und Chancen- 
Qleichheit der Einzel£Ule durchaus feststände. Demgemäss fin- 
den wir hier ganz bestimmte einfache Regeln, nach welchen 
aus der Häufigkeit eines Erfolges in bisher beobachteten Fällen 
»die Wahrscheinlichkeit desselben in einem derartigen Falle*, 
un4 aus dieser sodann die Wahrscheinlichkeit für das Verhalten 
weiterer gleichartiger Fälle abzuleiten sind ^). Diese Regeln wer- 
den ohne jede Einschränkung aufgestellt; so lesen wir, um 
wenigstens eine Belegstelle hierfür zu bringen, bei Laplace*): 
„La probabilit^ de la plupart des övenements simples est 
inconnue; en la considörant a priori eile nous paratt sus- 
ceptible de toutes les valeurs comprises entre z6ro et Tunit^; 
mais si Ton a observ^ un r^sultat composä de plusieurs 
de ces ^vdnements, la manidre, dont ils y entrent, rend 
quelques unes de ces valeurs plus probables que les autres. 
Ainsi ä mesure que le rösultat observö se compose par le d6ve- 
loppement des övönements simples, leur vraie possibilit6 se 
fait de plus en plus connaitre et il devient de plus en plus 



1) Vergl. die Begeln über die Bestimmung der Wahrscheinlichkeit 
a posteriori bei Laplace, Th^rie analytiqae des probabilitÄs, Livre II 
Cbap. I and Chap. VI.; Lacroix, Trait^ 61ämentaire da calcal des pro> 
babilit^, p. 134; Meyer, Vorlesungen über Wahrscheinlichkeits-Bechnung', 
S. 176 uud 179. etc. Auch die viel umständlichere Theorie von Poisson 
unterscheidet sich nur scheinbar von der gewöhnlichen einfiacheren ; es 
sind bei ihr im Grande die Chancen der Einzelfälle aus mehreren zufälligen 
Entscheidungen zusammengesetzt; die Constanz allgemeiner Bedingungen 
aber and die Unabhängigkeit der Einzelfälle ist ebenso als selbstverständ- 
lich angenommen. 

2) A. a. 0. Chap. VI. 
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probable qu'elle tombe dans dös limites qui, se resserrant sans 
cesse, finiraient par coincider, si le nombre des övenements simples 
devenait infini. Pour dötermiDer les lois, suivant lesquelles cette 
possibiliW se döcouvre etc." 

Nun könnte man glauben, dass diese allgemeine Formulirung 
nur ein ungenauer Ausdruck sei, und dass dabei — stillschwei- 
gend — gewisse Voraussetzungen über die Natur der Fälle ge- 
macht würden, auf welche das bezeichnete Verfahren anzuwenden 
wäre. Aber dies ist durchaus nicht so; vielmehr wird erstlich 
die ganz allgemeine Anwendbarkeit der Wahrscheinlichkeits- 
Bechnung nach Maassgabe jener ßegeln wiederholt aufs Nach- 
drücklichste hervorgehoben, ausserdem aber das Verfahren wirklich 
auch bei einer Anzahl solcher Gegenstände in Anwendung ge- 
bracht, bezüglich deren die hierfür erforderlichen Voraussetzungen 
keineswegs zutreffen. Hierdurch werden dann eine Menge nicht 
einwurfsfreier, zum Teil sogar ganz illusorischer Kesultate er- 
halten. Solche Gebiete sind z. B. die Massenerscheinungen 
der menschlichen Gesellschaft, insbesondere die Sterblichkeits- 
Verhältnisse, ferner die Zeugen-Aussagen und richterlichen Ent- 
scheidungen, nicht minder die Ergebnisse medicinischer Statistik 
etc. Obwol wir uns mit den Gegenständen, auf welche man die 
Wahrscheinlichkeits-Bechnung anzuwenden versucht hat, später 
im Einzelnen zu beschäftigen haben, werden wir doch wol 
thun, hier bereits im Allgemeinen die Unzulänglichkeit der Er- 
gebnisse deutlich zu machen, zu welchen man geführt wird, 
wenn man nach dem Schema eines gewöhnlichen Zufalls-Spiels 
solche Erscheinungen beurteilt, welche ihm thatsächlich nicht 
entsprechen. Es ist klar, dass dieses Verfahren — wir wollen 
es kurz das schulmässige Verfahren nennen — uns diejenige 
Wahrscheinlichkeit ergiebt, welche wir für irgend eine Erwartung 
in Anschlag zu bringen hätten, wenn gewisse Voraussetzungen, 
nämlich die Constanz der allgemeinen Bedingungen, die Unab- 
hängigkeit imd die Chancen-Gleichheit der Einzelfälle als sicher 
gelten dürften. Und es versteht sich von selbst, dass diese völlig 
anders ausfallen kann, als die Wahrscheinlichkeit, welche wir der 
gleichen Annahme zuerkennen, wenn wir berücksichtigen, dass jene 
Voraussetzungen zweifelhaft sind, oder wenn wir gar bestimmt 

10* 
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wissen, dass sie oicht zutreflen. Die Abweichungen der Ergebnisse 
des scbulmässigen Verfahrens von dem, was als correcter Ausdruck 
unseres Wissens zu betrachten wäre, wollen wir nun mit Bezug 
auf die verschiedenen hier in Frage kommenden Aufgaben etwas 
genauer beleuchten. 

8. Die erste dieser Aufgaben besteht darin, aus den zur 
Beobachtung gekommenen Fällen einen Schluss auf die all- 
gemeinen Bedingungen zu thun, unter welchen diese Fälle 
selbst gestanden haben. Die Wahrscheinlichkeits- Rechnung 
lehrt uns, dass, wenn n Fälle einen und m Fälle einen 
anderen Verlauf genommen haben, allgemeine Bedingungen 
bestanden, welchen zufolge die Möglichkeiten des einen und 

des anderen Verlaufs annähernd = y und 5? — waren. 

n + Dl n + m 

Sie lehrt uns überdies auch dafür, dass diese Werte von den 
wahren Beträgen jener Möglichkeiten sich nicht um mehr als 
eine beliebige Grösse unterscheiden, eine bestimmte numerische 
Wahrscheinlichkeit zu ermitteln. Hierzu ist nun zunächst zu 
bemerken, dass eine solche Betrachtung jedenfalls nur dann einen 
Sinn hat, wenn die Fälle wirklich verschieden verliefen, also weder 
m noch n = ist, und wenn wir in irgend einer Weise uns deutlich 
machen können, wie allgemeine Verhältnisse, welche eine Möglich- 
keit des einen oder anderen Verlaufs ergeben, überhaupt zu denken 
sind. Wenn Laplace aus der Anzahl von Tagen, an welchen der 
Auf- und Niedergang der Sonne in regelmässiger Weise beobachtet 
worden ist, ermitteln will, wie gross die wirkliche Wahrschein- 
lichkeit des Sonnen-Aufgangs an jedem Tage sei, so sagen wir 
uns leicht, dass hier nach einem gar nicht existirenden, sondern 
lediglich durch eine ganz willkürliche und zweifellos unrichtige 
Fiction vorgespiegelten Werte geforscht wird. Wenn freilich 
Jemand jeden Morgen in gleicher Weise durchs Loos entschiede, 
ob die Sonne aufgehen soll oder nicht, so könnten wir daran 
denken, wenigstens zu fragen, wie gross jedesmal die eine und 
die andere Chance ist; da wir uns aber die Sache völlig anders 
vorzustellen haben, so kommt einer derartigen Untersuchung 
nicht die mindeste Bedeutung zu. — Wenn wir mm eine Keihe 
von Fällen wenigstens insofern einem Zufalls-Spiele vergleichen 
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dürfen, als wir uns die einzelne Verlanfsweise teils durch gewisse 
allgemeine Bedingungen, teils durch die jedesmaligen besonderen 
Gestaltungen derselben, den Zufall, bestimmt denken können, 
so wird nun in der That aus einer grösseren Zahl von Fällen mit 
einer gewissen Annäherung die Möglichkeit erschlossen werden 
können, welche die allgemeinen Bedingungen für den einen und 
den anderen Verlauf repräsentiren. Die Correctheit dieses Ver- 
fahrens unterliegt im Allgemeinen keinem Zweifel; dasselbe ist 
um so wichtiger, als wir bei ihm wenigstens nicht an die Voraus- 
setzung gebimden sind, dass die allgemeinen Bedingungen genau 
constant seien. Es können sogar die Eückschlüsse aus den Er- 
scheinungen auf die sie bedingenden allgemeinen Umstände gerade 
dazu verwertet werden, um festzustellen, wie sich etwa diese 
allmählich verändern; dies ist eine Frage, welche der 
schulmässigen Betrachtung fremd ist^), die aber hier erwähnt 
werden muss, weil auch bei ihr die Gefahr vorliegt, durch die 
übliche Anwendungs- Weise der Wahrscheinlichkeits-Rechnung zu 
falschen Eesultaten gefuhrt zu werden. Es wird dies stets zu 
befürchten sein, sobald man sich nicht darauf beschränkt, be- 
stimmte Werte für die durch die allgemeinen Bedingungen ge- 
gebenen Möglichkeiten als annähernd richtige anzugeben, 
sondern auch die einer solchen Bestimmung zukommende Sicher- 
heit und Genauigkeit numerisch bezeichnen will. Die Frage 
nämlich, mit welcher Sicherheit aus den beobachteten Erschei- 
nungen auf dieses oder jenes Verhalten der für sie bestehenden all- 
gemeinen Bedingungen geschlossen werden kann, hängt durchaus zu- 
sammen mit der anderen, welche Möglichkeit bestimmte allgemeine 
Bedingungen für verschiedene Beobachtungs-Ergebnisse darstellen. 
Hier kann aber gar keine bestimmte Angabe gemacht werden, 
wenn uns nicht bekannt ist, welches die Bedeutung der in Kede 
stehenden allgemeinen Bedingungen ist, und welche Dispersion 
demgemäss fär die Ergebnisse solcher Reihen bei constantem 
Bestehen der betreffenden allgemeinen Bedingungen zu erwarten 
wäre. In der That sagen wir uns leicht, dass aus einer ge- 



1) Es ist dies die Betrachtungsweise, welcher gemäss Lcxis gewisse 
Reihen als „symptomatische" bezeichnet. 
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wissen Anzahl beobachteter Fälle auf die allgemeinen Beding- 
ungen, welche für sie bestanden, mit um so grösserer Zuver- 
sicht geschlossen werden kann, je sicherer sich die allgemeinen 
Bedingungen in jeder einzelnen Beihe schon richtig ausprägen, 
d. h. je kleiner die zu erwartende Dispersion ist. Wenn nun 
das gewöhnliche Verfahren den Zusammenhang der allgemeinen 
Bedingungen mit den Ergebnissen der Reihen stets so vorstellt, 
dass bei Gonstanz der ersteren für die letzteren eine normale 
Dispersion zu erwarten wäre, so wird dabei auch die Sicherheit 
der Bückschlüsse, welche von dem Beobachtimgs-Besultate auf 
die allgemeinen Bedingungen gehen, im Allgemeinen falsch, oft 
zu hoch, oft zu niedrig veranschlagt werden. Ein Beispiel wird 
dies vollkommen deutlich machen. 

Es handle sich darum, aus der Zahl der Eigentums- Ver- 
brechen, welche jährlich in einem Staate begangen werden, auf 
die Gonstanz oder die Veränderungen der dieselbe bedingenden 
allgemeinen Verhältnisse einen Schluss zu ziehen. Wir können 
uns nun denken, dass für jedes einzelne Individuum sein mo- 
ralischer Zustand und die Verhältnisse, in denen es lebt, eine 
gewisse kleinere oder grössere Möglichkeit, im Laufe eines Jahres 
ein derartiges Verbrechen zu begehen, involvireu. Der allgemeine 
Zustand der Gesellschaft wäre alsdann charakterisirt durch den 
durchschnittlichen Wert dieser Möglichkeit, oder durch die Zahl 
von Individuen, fnr welche dieselbe zwischen 0,0 und 0,1, zwischen 
0,1 und 0,2 etc. liegen würde. Jedenfalls nun würde diese 
Möglichkeit für eine kleine Zahl von Individuen sehr gross, 
nahezu = 1, für die meisten dagegen sehr klein, nahezu = 
sein. Dagegen können wir uns allgemeine Bedingungen, welchen 
die Bedeutung zukäme, für jedes einzelne Individuum dieselbe 
Möglichkeit zu ergeben, nicht, wenigstens nicht deutlich, vor- 
stellen ; und das, was uns etwa als moralischer Zustand der Ge- 
sellschaft interessirt, ist zweifellos nur in der erstgewählten Art 
vorstellig zu machen. Hieraus folgt nun, dass diese allge- 
meinen Verhältnisse in der Zahl der wirklich begangenen Ver- 
brechen mit viel grösserer Treue zum Ausdruck kommen, als 
es der Fall sein könnte, wenn für alle Individuen die gleiche 
Möglichkeit bestände. Der Zufall spielt eben hier nur eine sehr 
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geringe Rolle. Blieben die hier in Rede stehenden allgenaeinen 
Bedingungen dauernd constant, bestände also immer jeder 
bestimmte Wert der Chance für eine bestimmte unveränderliche 
Zahl von Personen, so wäre in der That jetzt eine sehr stark 
unternormale Dispersion ffir die Zahl der jährlichen Verbrechen 
zu erwarten; wir hätten hier den S. 108 und 109 erörterten 
Modus, dass Fälle mit sehr verschiedenen Möglichkeiten jedes- 
mal in ganz bestimmtem Zahlen-Verhältniss zu einer Reihe ver- 
einigt werden. Hiemach unterliegt es keinem Zweifel, dass wir 
einem Schluss aus der Zahl der begangenen Verbrechen auf den 
, moralischen Zustand der Gesellschaft^ einen numerisch angeb- 
baren Grad von Sicherheit und Genauigkeit nicht zuschreiben 
können, dass wir aber jedenfalls beides unterschätzen, wenn wir 
die Erscheinungen nach dem Schema des gewöhnlichen Zufalls- 
Spiels behandeln. 

Schon dieses Beispiel macht einen Umstand bemerklich, der 
bei vielen anderen noch wichtiger wird, nämlich die Unbestimmt- 
heit des Begriffs der für irgend welche Fälle bestehenden all- 
gemeinen Bedingungen. Wir müssen nämlich beachten, dass, 
wie schon früher erwähnt, dieser Begriff zwar häufig einfach 
dadurch fixirt erscheint, dass gewisse Verhältnisse sich dauernd 
constant erhalten; unter den allgemeinen Bedingungen eines 
Zufalls-Spiels z. B. verstehen wir nie etwas Anderes, als die Ge- 
sammtheit derjenigen Bestimmungen, welche für die ganze Dauer 
des Spiels und für jeden einzelnen Fall zutreffen. Sobald es sich 
aber um den Rückschluss aus beobachteten Erscheinungen auf 
die für sie geltenden allgemeinen Bedingungen handelt, und dabei 
die Conötanz oder Veränderlichkeit dieser letzteren ermittelt wer- 
den soll, trifft natürlich jene Definition nicht mehr zu. In 
der That wird es nun unter diesen Umständen oft sehr willkür- 
lich, was man als die allgemeinen Bedingungen einer Erscheinungs- 
Reihe bezeichnen will. Je nachdem man aber Dieses oder Jenes im 
Auge hat, muss die Sicherheit des Rückschlusses eine durchaus ver- 
schiedene sein, gerade wie die zu erwartende Dispersion eine un- 
gleiche ist, je nachdem wir uns diese oder jene allgemeine Bedin- 
gungen dauernd fixirt denken. Ein Beispiel, welches dies sehr deutlich 
zeigt, finden wir in den Zahlen der an irgend einer epidemischen 
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Krankheit sterbenden Personen. Wir können die allgemeinen Be- 
dingungen, welche für jedes Individuum eine gewisse Möglichkeit 
constituiren, am Typhus zu sterben, einerseits etwa, abgesehen 
von Gesundheits-Zustand, Lebensweise etc., in der Menge des vor- 
handenen Typhus-Contagiums erblicken. Unter dieser Annahme 
dürften wir voraussichtlich ohne erheblichen Fehler uns die Sache 
so vorstellen, als ob für jedes Individuum eine gewisse Qefahr 
bestände, und das Durchkommen oder Erliegen aller Einzelnen 
eine Reihe unabhängiger Fälle darstellte. Es würde somit, 
wenn aus der Zahl der Erkrankungen ein Rückschluss auf diese 
allgemeinen- Bedingungen gemacht werden soll, für die Sicherheit 
und Genauigkeit desselben die gewöhnliche, normale Dispersion 
zu Grunde zu legende Formel anwendbar erscheinen. Wir können 
aber anderseits unter den allgemeinen Bedingungen auch diejenigen 
Verhältnisse verstehn, welche für das Auftreten grösserer oder 
kleinerer, leichter oder schwerer Epidemien bestimmte Möglich- 
keiten ergeben. Denken wir uns Bedingungen dieser letzteren 
Art dauernd fixirt, so bestehen nun offenbar Umstände, welche 
in zufalliger Weise für eine grössere Zahl räumlich und zeitlich 
zusammengehöriger Fälle die Möglichkeit, am Typhus zu sterben, 
in gleichem Sinne modificiren; es würde demnach eine stark über- 
normale Dispersion zu erwarten sein. Dem entsprechend können wir 
nun aus den Schwankungen der Typhus-Mortalität auf Verände- 
nmgen der „allgemeinen Bedingungen" in dem ersteren Sinne oft 
mit grosser Sicherheit schliessen, während noch kein genügender 
Grund vorliegt, um eine Veränderung der durch den letzteren Sinn 
des Worts bezeichneten Verhältnisse anzunehmen. Es zeigt sich 
somit sehr deutlich, dass in der That aus einer Eeihe beobach- 
teter Fälle auf irgend welche sie bedingenden allgemeinen Ver- 
hältnisse mit einem angebbaren Grade von Sicherheit und Ge- 
nauigkeit nur dann geschlossen werden kann, wenn man bestimmt 
weiss, welche Dispersion in den Ergebnissen derartiger Reihen 
bei der Constanz solcher allgemeiner Bedingungen zu erwarten 
wäre. Da, wenn diese Constanz nicht Statt findet, dies natürlich 
nicht empirisch ermittelt werden kann, so ist man darauf an- 
gewiesen, hierüber auf Grund dessen, was über das Zustande- 
kommen der betreffenden Erscheinungen, ihren Zusammenhang etc. 
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bekannt ist, Vermutungen anzustellen. Dabei ist vor Allem er- 
forderlich, dass möglichst genau begrifflich fixirt wird, worauf 
eigentlich geschlossen werden, was unter den allgemeinen Be- 
dingungen verstanden sein soll. Es leuchtet aber ein, dass auf 
diese Weise ein bestimmtes, zahlenmässig angebbares Resultat 
für die Sicherheit der betreffenden Schlüsse nicht erhalten wird. 
9. Wir wenden uns zu der zweiten der hier zu erwähnenden 
Aufgaben, welche darin besteht, auf Grund einer Anzahl be- 
obachteter Fälle die Wahrscheinlichkeit dieses oder jenes Ver- 
laufes für einen jetzt vorliegenden neuen Fall anzugeben. Ich 
beschränke mich darauf, die ünzulässigkeit der Consequenzen, 
zu welchen das schulmässige Verfahren bei der Beurteilung des 
Einzelfalles führt, nur mit Rücksicht auf einen Umstand nach- 
zuweisen. Die Frage, ob die allgemeinen Bedingungen, unter 
welchen die früheren Fälle standen, für den neuen Fall eben- 
falls gelten, kommt zwar auch in Betracht; sie ist aber relativ 
unwichtig im Vergleich zu der anderen, ob die empirisch er- 
mittelte Total-Möglichkeit des einen und anderen Verlaufs 
als die für jeden Fall bestehende endgiltige Chance anzusehen 
ist. Dass dies im Allgemeinen ganz und gar nicht zutrifft, 
unterliegt keinem Zweifel; und es hat somit nicht die mindeste 
Berechtigung, wenn man überall die statistisch ermittelte Häufigkeit 
irgend eines Verhaltens als die Wahrscheinlichkeit bezeichnet, 
mit welcher dasselbe in jedem einzelnen Falle zu erwarten ist. 
In vielen Gebieten ist dies so augenfällig, dass man von solchen 
Aufstellungen abzusehen pflegt; man spricht wenigstens gegen- 
wärtig nicht mehr von einer empirisch festzustellenden, für Jeden 
als giltig anzusehenden Chance, ein Verbrechen zu begehen, zu 
heiraten u. dergl. Aber die Wahrscheinlichkeit, im Laufe eines 
Jahres zu sterben, welche man dem einzelnen Individuum zu- 
zuerteilen pflegt, und welche aus der durchschnittlichen Mor- 
talität der betreffenden Alters -Classe ermittelt wird, unterliegt, 
wenn auch in geringerem Grade, derselben Beanstandung. Nur 
dann selbstverständlich verhält sich dies anders, wenn uns be- 
züglich des Einzelfalles irgend welche individuelle Umstände, 
die in Betracht kommen könnten, gar nicht bekannt sind; dies 
würde z. B. der Fall sein, wenn wir eine Erwartung bezüglich 
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eines Individuums zu bilden haben, welches aus einer Gesammt- 
heit von bekanntem Durchschnitts- Verhalten durchs Loos aus- 
zuwählen wäre. Es ist aber dann zu beachten, dass die unter 
diesen Umständen leicht anzugebenden numerischen Wahrschein- 
lichkeiten von ganz beschränkter Giltigkeit sind, dass sie dem 
Wissen nur desjenigen entsprechen, der das betreffende Indivi- 
duum gar nicht kennt, und dass sie also in keiner Weise als die 
»für dasselbe bestehende Chance* angesprochen werden dürfen. 
— Dass in der Beurteilung der einzelnen Fälle die in gewöhn- 
licher Weise ermittelten Wahrscheinlichkeiten nur mit Vorsicht 
zur Anwendung gebracht werden dürfen, lehrt der gesunde 
Menschen- Verstand so unmittelbar, dass die Gefahr erheblicher 
Täuschungen hier wol meist nur in geringem Grade bestanden 
hat. Man sieht zu leicht, dass die Ergebnisse der Massen-Be- 
obachtung für die Beurteilung des Einzelfalls nicht maassgebend 
sein können, sobald die auf diesen bezügliche Kenntniss irgend 
etwas enthält, was eine abweichende Erwartung motiviren kann. 
Beschränkt man aber diese Art der Beurteilung auf solche Ver- 
hältnisse, in denen die Kenntniss der individuellen Umstände nur 
Wenig und voraussichtlich Unerhebliches ergiebt, so wird man 
sie zwar noch immer vielfach anwenden, wo sie einer genaueren 
Prüfung gegenüber sich nicht streng correct erweist, aber man 
wird wenigstens keinen groben Täuschungen ausgesetzt sein. 

10. Ganz anders liegt die Sache bei der nunmehr zu be- 
sprechenden Aufgabe, bei welcher es sich darum handelt, Wahr- 
scheinlichkeiten für die Ergebnisse einer grösseren Zahl zu- 
künftiger Fälle anzugeben. Es ist hier, wie man sich leicht 
sagt, vor Allem die stillschweigende Voraussetzung einer Con- 
stanz der allgemeinen Bedingungen, derzufolge das schulmässige 
Verfahren zu Ergebnissen führt, die unter Umständen von einem 
wirklich adäquaten Ausdruck unseres Wissens völlig verschieden 
sind. Wenn wir auf Gnmd einer Anzahl schon beobachteter Fälle 
die Wahrscheinlichkeit eines gewissen Verlaufs derselben so und so 
gross ermitteln, und daraufhin für zukünftige Fälle dieselbe Wahr- 
scheinlichkeit in Anrechnung bringen, so erhalten wir schon hin- 
sichtlich einer massigen Zahl von solchen eine sehr hohe Wahr- 
scheinlichkeit dafnr, dass der betreffende Verlauf annähernd so 
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und so oft eintreten, genauer gesagt, dass die relative Häufig- 
keit desselben innerhalb gewisser Grenzen liegen werde. 

Bestimmungen dieser Art, welche für das Gesammt- Verhalten 
vieler Fälle hohe Wahrscheinlichkeiten ergeben, betrachtet man 
naturgemäss als die wertvollsten Ergebnisse der Wahrscheinlich- 
keits-Eechnung; und fast jede Anwendung derselben läuft daher 
auch darauf hinaus, für ein uns interessirendes Verhalten nach 
dieser Methode grosse Wahrscheinlichkeiten herauszubringen. Es 
ist daher von äusserster Wichtigkeit, zu wissen, dass gerade diese 
Ergebnisse in einer Weise gewonnen sind, welche ihre Correctheit 
durchaus zweifelhaft macht. 

Wir finden, um ein Beispiel anzuführen, solche Bestimmungen 
nicht selten in den Anwendungen der Wahrscheinlichkeits-Bech- 
nung auf die Beurteilung therapeutischer Erfolge. Es wird auf 
Grund früherer Erfahrung angegeben, welche Wahrscheinlichkeit 
des totlichen Ausgangs für einen nach gewisser Methode behan- 
delten Typhus-Fall bestehe. Hiernach ergiebt sich sodann, mit 
welcher Wahrscheinlichkeit wir unter 20 und 30 nach derselben 
Methode behandelten weiteren Fällen so und so viele tötliche 
Ausgänge erwarten dürfen. Derartige Zahlen sind nun völlig 
illusorisch, wie man sofort sieht, wenn man sich erinnert, 
dass sie die Wahrscheinlichkeit angeben unter der Voraus- 
setzung, dass die allgemeinen Bedingungen, welche für Ent- 
stehung und Verlauf der Krankheit bestehen, dieselben seien, 
wie in den früheren Fällen. Die hohen Wahrscheinlichkeiten 
sind haltlos gegenüber einem leisen Zweifel, ob nicht in den 
allgemeinen Bedingimgen sich Dies oder Jenes verändert habe. 
Die Zahlen geben uns wol ein Maass für die sehr grosse 
Wahrscheinlichkeit, dass nicht innerhalb derselben allgemeinen 
Verhältnisse eine besondere Gruppirung, ein merkwürdiger Zufall 
wesentlich andere Eesultate als die früheren herbeiführen werde ; 
die eventuell recht geringe Sicherheit aber, mit welcher wir das 
Bestehen dieser allgemeinen Verhältnisse anzunehmen berechtigt 
sind, findet in ihnen gar keinen Ausdruck. Sie sind somit auch 
weit entfernt, die Qewissheit, mit welcher wir jenes Eesultat 
erwarten dürfen, zutreffend anzugeben. Ebenso verhält es sich 
z. B. mit den hohen Wahrscheinlichkeits-Zahlen, die man dafür 
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ausrechnen kann, dass die Gesammt-Zahl der in einem Jahre 
eintretenden Todesfälle in einem grösseren Gemeinwesen inner- 
halb gewisser Grenzen liegen werde. Solche Zahlen drücken, 
wie jede numerische Wahrscheinlichkeit, lediglich aus, dass es 
bei bestimmt gegebenen allgemeinen Verhältnissen einer beson- 
deren Anordnung bedürfen würde, um erhebliche Abweichungen 
von dem erwarteten Resultate herbeizuführen ; sie geben an, ein 
wie grosser Spielraum des Verhaltens diesem oder jenem Er- 
gebniss entsprechen würde. Nur dann, wenn es als zweifellos 
gelten dürfte, dass die gesammten die Mortalität bestimmenden 
Verhältnisse, der allgemeine Gesundheitszustand, die Lebensweise, 
die Summe der existirenden Schädlichkeiten etc., die bestimmten, 
aus früherer Erfahrung bekannt gewordenen geblieben sind, könnte 
man hoffen, durch eine lediglich die Gruppirungs-Möglichkeiten 
dieser Verhältnisse messende Zahl auch die berechtigte Sicherheit 
unserer Erwartungen auszudrücken. -— Hierzu kommt dann weiter, 
dass in der Regel bei derartigen Fällen auch die ebenfalls voraus- 
gesetzte Unabhängigkeit der Einzelfälle sich bei einiger Ueber- 
legung als sehr zweifelhaft oder als sicher nicht vorhanden 
herausstellt. Wenn wirklich irgend welche allgemeine Verhält- 
nisse als dauernd bestehend angenommen werden können, so 
wird, um die Wahrscheinlichkeit für das Gesammt-Ergebniss 
einer Reihe zukünftiger Fälle genügend zu bestimmen, vor Allem 
erforderlich sein, zu wissen, ob- nicht für derartige Reihen eine 
übemormale Dispersion zu erwarten ist. Ganz ausserordentlich 
häufig, namentlich auch in dem soeben angeführten Beispiele, 
sagt uns einige Ueberlegung, dass höchst wahrscheinlich die 
Chancen in zufälliger Weise und für eine Anzahl zusammen- 
gehöriger Fälle in gleichem Sinne variiren. Unter diesen Um- 
ständen sind dann die erwähnten Zahlen selbst dann nicht richtig, 
wenn man die allgemeinen Verhältnisse, deren Constanz denkbar 
erscheint, als wirklich constant voraussetzt. Auch dafür, dass 
die ungerechtfertigte Voraussetzung einer Unabhängigkeit der 
Einzelfillle zu gänzlich fehlerhaften Resultaten führt, werden wir 
später ein sehr typisches Beispiel kennen lernen. 
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capitel vn. 

Ueber die Bedeutung des Princips der Spielräume 
und der WahrscheinliChkeits-ßechnung. 

1. Die Theorie der numerischen Wahrscheinlichkeit, welche 
ich zu entwerfen und durchzuführen bemüht war, legt eine 
ganze Anzahl von Betrachtungen und Fragen allgemeineren In- 
haltes nahe, welche ich hier nicht unterdrücken zu sollen glaube. 
Denn wiewol dieselben unserem Gegen stände nicht im strengsten 
Sinne zugehören, ist ihre Heranziehung doch geeignet, auch auf 
diesen manches neue Licht zu werfen und einige etwa noch geblie- 
bene Bedenken zu erledigen. 

Als Grundlage unserer Theorie ist der Satz zu betrachten, 
dass Annahmen, welche gleiche und indifferente ursprüngliche 
Spielräume umfassen, gleich wahrscheinlich sind. Hieraus ergiebt 
sich dann, dass solche Annahmen, die von einem ganzen als 
möglich erscheinenden Spielräume einen sehr grossen resp. sehr 
kleinen, der Einheit resp. der Null nahe kommenden Bruchteil 
umfassen, als sehr wahrscheinlich resp. sehr unwahrscheinlich 
zu betrachten sind. Es ist nun hier zuvörderst zu bemerken, 
dass für diese Art der Wahrscheinlichkeit die numerische Dar- 
stellbarkeit durchaus kein wesentliches, ihr allemal zukommendes 
Merkmal ist. Eine Bemessung der WahrscheinUchkeit nach 
Spielräumen kommt ausserordentlich häufig vor, auch wo die 
verschiedenen Annahmen weder genau indifferente, noch im 
strengen Sinne des Worts vergleichbare Spielräume umfassen; 
und das Princip der Spielräume besitzt daher eine über die 
numerische Wahrscheinlichkeit weit hinaus gehende Bedeutung. 
Wenn sich z. B. eine uns interessirende Folgerung daran knüpfte. 
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dass das specifische Gewicht eines oeuentdeckten Körpers gerade 
zwischen 4,25 und 4,26 läge, so würden wir, falls dasselbe von 
vorn herein in erheblich grösserem Umfange ungewiss erscheint, 
uns immer sagen, dass es ja »gar nicht zu erwarten* ist, dass 
dasselbe gerade diesen Wert besitze; wir würden also der An- 
nahme, dass dies so sei, eine sehr geringe Wahrscheinlichkeit 
beimessen. Numerisch aber ist diese, aus früher hinlänglich er- 
örterten Gründen, nicht darzustellen; wir können nur sagen, 
dass die in Frage gestellte Annahme jedenfalls einen sehr 
kleinen Teil des ganzen möglichen Spielraums umfasst. Leichte 
Ueberlegungen zeigen uns, wie vielfach die unbewusste Logik 
des Denkens im täglichen Leben dieses Princip in ganz directer 
Weise zur Anwendung bringt. Immer wenn wir Etwas für un- 
wahrscheinlich erachten, weil die Realisirung desselben „ein 
merkwürdiger Zufall**, »ein besonderes Zusammentreffen* sein 
würde, können wir uns deutlich machen, dass wir es mit einer 
auf dem Princip der Spielräume beruhenden Erwartungsbildung 
zu thim haben. In den meisten Fällen sehen wir weiter, dass 
dies geschieht, ohne dass ein bestimmtes Grössen-Yerhältniss 
indifferenter Spielräume uns bekannt ist, in der Regel auch, 
ohne dass ein solches überhaupt Statt findet. Wir müssen uns 
hier, wie in so vielen Fällen, die allgemeinen Angaben Viel oder 
Wenig, Gross oder Klein, genügen lassen. 

In einer allgemeinen Theorie der Wahrscheinlichkeit würde 
das Princip der Spielräume, und zwai* in diesem erweiterten Sinne, 
neben den logischen Verhältnissen der Analogie und der Induction 
(ich lasse dahingestellt, ob noch anderen) als eigenartige Quelle der 
Wahrscheinlichkeit seinen Platz zu finden haben. Da eine solche 
Theorie hier nicht in meiner Absicht liegt, so genügt es, darauf 
hinzuweisen, dass für gewöhnlich das logische Verhalten unseres 
Wissens und unserer Vermutungen die verschiedenen Arten der 
Wahrscheinlichkeit in mannigfaltiger Combination und Ver- 
schmelzung darbietet. Die zahlenmässige Bestimmbarkeit der 
Wahrscheinlichkeit irgend einer Annahme erscheint somit an zwei 
Besonderheiten logischen Verhaltens geknüpft: die erste besteht 
darin, dass jene anderen, nicht auf dem Princip der Spielräume be- 
ruhenden Wahrscheinlichkeiten nicht in Betracht kommen; die 
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zweite darin, das« die in Vergleich zu bringenden und gemäss 
der Erfüllung der ersteren Bedingung indifferenten Spielräume 
in einem angeb baren und ursprünglichen Grössen -Yerhältniss 
stehen. Es ist hiernach vollkommen übersichtlich, welche Sonder- 
stellung in der Gesammtheit aller Wahrscheinlichkeiten die zahlen- 
mässig darstellbaren einnehmen ; und es ist hierdurch vor Allem 
der durch frühere theoretische Vorstellungen nahe gelegte Irrtum 
ausgeschlossen, dass eine BeziiFerung aller Wahrscheinlichkeiten 
sich als Endresultat einer vollständigen logischen Durcharbeitung 
unseres Wissens ergeben müsse, dass es lediglich ein Mangel an 
combinirender und deducirender üeberlegung sei, wenn dies Re- 
sultat nicht erreicht werde. 

2. Wir können das Princip der Spielräume noch aus einem 
anderen Gesichtspunkte betrachten, wobei es in einen gewissen 
Parallelismus zu dem Princip der Gesetzmässigkeit des Ge- 
schehens tritt. 

Wenn wir auf Grund dessen, was die Erfahrung uns gelehrt 
hat, eine Erwartung bezüglich künftigen Geschehens bilden, so 
sind wir zu der Frage veranlasst, worauf in letzter Instanz die 
Berechtigung solcher Erwartungen beruhe. Wie wir schon früher 
erwähnten (S. 19 u. f.), findet diese Frage in vielen Fällen durch 
die Berufung auf die Annahme einer durchgängigen Gesetz- 
mässigkeit alles Geschehens ihre befriedigende Erledigung. In 
der That können wir ja stets gewisse Verhältnisse der Wirklich- 
keit mit einer unmittelbaren und jeden Zweifel ausschliessenden 
Sicherheit wahrnehmen. Es leuchtet daher die Berechtigung ein, 
jedesmal auch alles dasjenige zu erwarten, was wir uns in einer 
gesetzmässigen Weise mit diesen Verhältnissen verknüpft denken 
können. 

Wenn wir dagegen die Häufigkeit beobachtet haben, mit 
welcher in vielen Fällen einer gewissen Art diese oder jene Er- 
folge eintraten, und daraufhin für viele weitere Fälle durclaschnitt- 
lich dieselbe relative Häufigkeit der verschiedenen Erfolge erwarten, 
so kann dieses Verfahren, wie wir sahen, durch das Princip der Ge- 
setzmässigkeit nicht ausreichend legitimirt werden. Die Berechti- 
gung desselben erschien daher nicht ohne Weiteres verständlich. 
Der Verlauf der Untersuchungen hat nun gezeigt, dass solche Er- 
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Wartungen in der That berechtigt sind, dass sie aber stets noch 
in einem ganz anderen Princip, dem der Spielräume, ihre defini- 
tive Begründung finden. 

Wenn wir z. B. erwarten, dass bei vielmaligem Aufwerfen 
einer Münze annähernd gleich oft Kopf und Schrift fallen werde, 
so bilden wir einerseits, dem Princip der Spielräume gemäss, be- 
zuglich der uns ungenau bekannten bedingenden Umstände eine 
Erwartung; anderseits halten wir uns berechtigt, den verschie- 
denen möglichen Gestaltungen derselben gewisse Ergebnisse der 
Würfe als notwendige Folge zuzuschreiben. Die Aehnlichkeit 
der logischen Bedeutung, welche das Princip der Gesetzmässigkeit 
einerseits und das Princip der Spielräume anderseits hierbei 
ungeachtet ihrer sonstigen Verschiedenartigkeit aufweisen, besteht 
offenbar darin, dass sie beide definitive, keiner weiteren Be- 
gründung oder Erklärung fähige Principien sind, welchen gemäss 
wir Erwartungen bezüglich dieses oder jenes realen Verhaltens 
bilden. Trotz des Umstandes, dass wir dem Princip der Gesetz- 
mässigkeit eine objective, dem Princip der Spielräume eine 
lediglich subjective Bedeutung zuschreiben müssen, kommen sie 
doch hier beide in gleicher Weise in Betracht; denn auch jenes 
ist zugleich ein far die subjective Gewissheit bestimmendes Princip 
und hat insofern eine ganz ähnliche Bedeutung wie das Princip, 
der Spielräume. Mit welchem Rechte wir annehmen, dass gewisse 
Umstände gewisse Polgen notwendig herbeifahren, und mit welchem 
Rechte wir demgemäss erwarten, dass bei Realisirung solcher 
Umstände das, was ihre gesetzmässige Folge ist, nun auch wirk- 
lich eintreten werde, das lässt sich ebenso wenig angeben, als 
mit welchem Rechte wir innerhalb eines grossen Spielraums von 
Möglichkeiten die Verwirklichung einer ganz besonderen Form 
des Verhaltens far sehr unwahrscheinlich halten. — Auch unter 
diesem Gesichtspunkt erweist sich die Bedeutung unseres Princips 
als viel allgemeiner, als wenn dasselbe auf die Fälle wirklich 
numerischer Wahrscheinlichkeiten beschränkt wäre. Die vor- 
nehmste Bedeutung des Princips bestand ja in der befriedigenden 
Aufklärung des sogenannten Gesetzes der grossen Zahlen; und 
diese gilt nicht minder solchen Fällen, in denen numerische Wahr- 
scheinlichkeiten gar nicht angebbar sind, sondern lediglich eine 
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annäherndü Gleichmässigkeit irgend welcher Gesammt- oder 
Durchschnitts- Verhältnisse mit grosser Sicherheit erwartet wird. 
Wir wissen, dass bei einer sehr vielfachen Wiederholung völlig 
gleichartiger Fälle auf Grund der Spielraums- Verhältnisse immer 
mit grosser Sicherheit zu erwarten ist, es werde die durch- 
schnittliche Häufigkeit einer Erscheinung sich nicht erheb- 
lich von einem gewissen Werte entfernen, welcher auf Grund 
einer ganz allgemeinen, nicht detaillirten Kenntniss im Voraus 
angegeben werden kann. Hierdurch ergiebt sich ohne Weiteres, 
dass auch, wo in annähernd gleichen allgemeinen Verhält- 
nissen die sehr häufige Wiederholung ähnlicher Fälle Statt 
findet, eine mehr oder weniger annähernde Constanz für die 
durchschnittliche Häufigkeit eines Geschehens als dem über- 
wiegend grössten Spielraum der Gestaltungs- Möglichkeiten ent- 
sprechend angenommen werden darf. Somit rechtfertigen sich jene 
Erwartungen ganz allgemein, sobald nur vorausgesetzt werden kann, 
dass gewisse allgemeine, jene Fälle charakterisirende Bestimmungen 
annähernd constant bleiben oder sich nur langsam verändern. Ein- 
fache üeberlegungen zeigen, dass es in der That sehr häufig erfor- 
derlich ist, diejenigen Erwartungen, welche das durchschnittliche 
Verhalten vieler Einzelfälle betreffen, unter Heranziehung des 
Princips der Spielräume zu begründen. Oft können wir ohne 
Schwierigkeit zu der Erkenntniss gelangen, dass die Einhaltung 
der erwarteten Regelmässigkeit jedenfalls nicht an ein als realisirt 
bekanntes Verhalten mit Notwendigkeit geknüpft zu denken 
ist, dass insbesondere dieselbe nicht durch einen Zusammenhang 
der einzelnen Fälle unter einander als eine allgemein notwendige 
garantirt sein kann. Wenn wir uns dies sagen können, so ist 
zweifellos, dass die betreiFende Erwartung zum Teil auf das 
Princip der Spielräume basirt sein muss; und eben durch diese 
Einsicht beseitigt sich die Schwierigkeit, welche aus jener üeber- 
legung sonst resultiren würde. Wir finden z. B. in den Jahres- 
Uebersichten, dass von allen der Post übergebenen Briefen immer 
ein nur wenig wechselnder Procent-Satz eine ungenügende Adresse 
hat; es scheint keinem Zweifel zu unterliegen, dass auch für 
das nächste Jahr annähernd Gleiches zutreffen wird. Eine Gesetz- 
mässigkeit, welche dies herbeiführte, ist uns gänzlich unvorstell- 

Yon Kries, Wahrschemlichkeits-Rechimng. jj 
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bar: unmöglich kann der umstand, dass X, Y und Z ihre Briefe 
ungenügend adressirt haben, somit eine gewisse Zahl solcher 
Fälle bereits vorliegt, einen £influss darauf üben, dass A, B und 
C sich nun derselben Nachlässigkeit nicht schuldig machen, 
oder umgekehrt ; es existirt kein Zusammenhang der Einzel- 
falle, welcher die Einhaltung bestimmter Gesaramt- Werte für die 
Häufigkeit jenes Versehens garantiren könnte. Ebenso wenig sind 
uns irgend welche Bestimmungen gegenwärtigen Verhaltens be- 
kannt, aus welchen wir uns das vermutete Resultat mit Notwendig- 
keit hervorgehend denken könnten. Wir sagen uns demzufolge, 
dass jedenfalls zunächst nur das annähernde Gleichbleiben irgend 
welcher allgemeinen Verhältnisse zu erwarten ist, und dass eine 
gewisse Häufigkeit jenes Versehens durchaus nur als dem 
grössten Teile des so als möglich erscheinenden Spielraums ent- 
sprechend, als das wahrscheinlichste Ergebniss, angesehen wer- 
den kann. 

Zur Begründung der Sicherheit, mit der wir gewisse Eegel- 
mässigkeiten des Geschehens, etwa das Aufgehen eines Samenkorns 
unter geeigneten Bedingungen, immer erwarten, berufen wir uns 
auf die allgemeine Gesetzmässigkeit alles Geschehens, und zwar 
auch ohne die in Frage kommenden Gesetze jedesmal im 
Einzelnen angeben zu können. Gerade so ist es auch in anderen 
Fällen nur unvollkommen oder gar nicht möglich, jene all- 
gemeinen Verhältnisse zu bezeichnen, über deren besondere Ge- 
staltung wir nach dem Princip der Spielräume eine Erwartung 
bilden. Die Art und Weise, wie wir unsere Erwartungen 
mit den ihnen zu Grunde liegenden Principien in Ver- 
bindung bringen können, ist sogar häufig eine noch unbe- 
stimmtere. Wenn wir Erwartungen bezuglich der Durchschnitts- 
Ergebnisse sehr vieler gleichartiger Fälle bilden, so kann oft 
genug auch eine vollständige Unabhängigkeit der Einzelfalle 
nicht behauptet werden, und es bleibt dann sogar in sus- 
penso, wie weit und in welchen Hinsichten unsere ErwartuDgen 
auf die Annahme von Gesetzmässigkeiten zu basiren sind, wie^ 
weit sie auf dem Princip der Spielräume beruhen. Wenn wir 
z. B. constatiren, dass in der Göthe'schen Prosa im Allgemeinen 
auf 1000 Buchstaben 160 mal der Buchstabe E kommt, so 
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dürfen wir mit grosser Sicherheit erwarten, jedesmal, wenn wir 
die Buchstaben einer Druck-Seite aus Göthe's Werken durch- 
zählen, nahezu das gleiche Verhältniss zu finden. Oifenbar aber 
wäre es ganz fehlerhaft, sich vorzustellen, es bestehe für jede 
Stelle in der aufeinanderfolgenden Reihe der Buchstaben unab- 
hängig die gleiche Wahrscheinlichkeit, mit einem E besetzt zu 
sein. Der Charakter der Sprache schliesst es z. B. schon aus, 
dass deren 3 oder mehr unmittelbar aufeinander folgen. Die 
Declinations- und Conjugations - Formen bringen es anderseits 
mit sich, dass ein längerer Satz unter Vermeidung aller E 
nicht geschrieben werden kann; selbst eine erhebliche Re- 
duction des gewöhnlichen Verhältnisses würde sich wahrschein^ 
lieh nicht ohne Zwang und ohne Verletzung ästhetischer Rück- 
sichten bewerkstelligen lassen. So wird also eine gewisse Mini- 
mal- und Maximal-Häufigkeit des Buchstabens E durch den 
Charakter der Sprache und die Natur dessen, was ausgedrückt 
werden soll, mit Notwendigkeit gegeben sein. Daneben werden 
wir aber auch noch erwarten dürfen, die zufälligen Schwankungen, 
welche jedenfalls als möglich zu denken sind, in einer grösseren 
Zahl von Sätzen nahezu ausgeglichen zu finden. Wie weit also 
jene Erwartungen auf gesetzmässige Verknüpfungen mit den als 
realisirt bekannten Bedingungen, wie weit sie auf die Annahme 
einer Ausgleichung des Zufalls, d. h. auf das Prineip der Spiel- 
räume zu gründen ist, erscheint gar nicht angebbar. 

In ähnlicher Weise können wir uns sagen, dass die Er- 
wartung eines bestimmten Jahres-Mittels der Temperatur für 
einen Ort zum Teil auf begreifbare Notwendigkeit, zum Teil 
aber auch auf die Abschätzung von Spielräumen gegründet wer- 
den muss. Diejenige Wärme, welche die Erde von der Sonne 
zugestrahlt erhält, und diejenige, welche sie wiedenim in den 
Weltraum abgiebt, die Menge des vorhandenen Wassers, die 
Grösse der verdunstenden Oberflächen etc. sind eine Anzahl von 
Momenten, deren genaue oder sehr annähernde Constanz wir mit 
Sicherheit voraussehen können. Dass ein Ort, welcher bisher 
Jahres-Mittcl von + 8 bis 9^ hatte, im nächsten Jahre ein 
solches von — 4 ^ aufweise, können wir als durch die bekannten 
Verhältnisse sicher ausgeschlossen betrachten; einen Wert von 
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+ 6® würden wir vielleicht nicht fflr ganz unmöglich, aber 
doch jedenfalls schon einem sehr merkwürdigen Zufall ent- 
sprechend halten. Die sichere Erwartung eines Wertes zwischen 
8 und 9 ® verdankt in nicht genau bestimmbarer Weise ihre Be- 
rechtigung beiden Erwartungs-Principien. 

Wenn das Princip der Spielräume uns die Erwartungen 
dieser Art in allgemeiner Weise verständlich macht, so liegt 
ein wesentlicher Nutzen dieser Aufklärung darin, dass nunmehr 
die Gefahr beseitigt ist, durch eine missverständliche Auffassung 
jener Erwartungen getäuscht zU werden. 

Man weiss, welche Irrtümer hier nahe liegen und ein wie 
viel umstrittener Gegenstand demzufolge »das Gesetz der grossen 
Zahlen* ist. So lange man kein anderes Erwartungs-Princip 
kennt, als die Notwendigkeit der causalen Zusammenhänge, ist 
man beständig in Versuchung, auch die Regelmässigkeit der 
Massenerscheinungen ausschliesslich in diesem Sinne zu deuten, 
d. h. alle Einzelfälle als derartig verbunden aufzufassen, das? 
für grössere und grössere Zahlen notwendig eine Annäherung 
an gewisse Durchschnitts-ßesultate auftreten müsse. Diese Ver- 
wechselung ist fast allen Massenerscheinungen, selbst den Zu- 
falls-Spielen gegenüber eine ungemein verbreitete, und schon 
Laplace hat in einem eigenen Abschnitt, lUnsions dans Tes- 
timation des probabilit^s, vor solchen Täuschungen gewarnt. Er 
führt als Beispiel derselben an, dass die meisten Menschen, wenn 
beim Aufwerfen einer Münze neun Mal hinter einander Kopf 
gefallen ist, daraufhin für den nächsten Wurf mit vermehrter 
Sicherheit annehmen, dass nun endlich auch einmal Schrifk 
fallen werde. Diese Erwartung wäre nur begründet, wenn die 
Einzelfälle nicht unabhängig von einander wären, sondern 
so zusammenhingen, dass die in einem Sinne ausgefallenen Re- 
sultate einer Anzahl von Fällen für die folgenden das entgegen- 
gesetzte Ergebniss begünstigten. Ein solcher Zusammenhang, 
der sich durch eine unternormale Dispersion in den Durch- 
schnitts-Resultaten von Reihen bemerklich machen würde, besteht 
ganz zweifellos nicht. Es ist somit auch in dem eben erwähnten 
Falle für den zehnten Wurf Kopf und Schrift wieder mit gleicher 
Wahrscheinlichkeit zu erwarten. Nur wenn wir der physischen 
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Regelmässigkeit der benutzten Münze nicht sicher wären, «lüss^ 
hiervon eine Abweichung Statt finden, aber dann in dem Sinne, v^ 
dass das neun Mal hinter einander beobachtete Resultat auch 
für den folgenden Wurf als das wahrscheinlichere anzusehen 
wäre. La place fährt fort: „J'ai vu des hommes, d^sirant ar- 
demment d'avoir un fils, n'apprendre qu'avec peine les naissances 
des gar9ons dans le mois, oü ils allaient devenir peres. S'ima- 
ginant que le rapport de ces naissances ä Celles de fiUes devait 
gtre le meme ä la fin de chaqne mois, ils jugeaient que les 
gar9ons d^jä n4s rendaient plus probables les naissances pro- 
chaines de filles.* Dass auch hier eine Illusion vorliege, nahm 
Laplace mit Recht an. — Weit wichtiger als in diesem 
Gebiete wurden ähnliche Täuschungen bezüglich der Regel- 
mässigkeiten, welche die Moralstatistik aufweist. Hier wurde 
durch die gleiche, hauptsächlich von Quetelet vertretene, irr- 
tümliche Auffassung die Vorstellung nahe gelegt, als ob die 
Handlungen des Einzelnen nicht bloss durch seine individuellen 
Verhältnisse, sondern auch in einer unbegreiflichen Weise durch 
die Zustände aller üebrigen bestimmt würden. Es schien, als ob 
das ., Budget des Schaffots und der Geföngnisse* seine Erfüllung 
jederzeit erzwinge, und wenn etwa an der verlangten Zahl von 
Verbrechen noch einige fehlten, irgend welche Individuen durch 
eine unerklärliche Einwirkung dazu gebracht würden, solche zu 
begehen. Wenn man diese Auffassung als einen schnell vorüber- 
gegangenen Irrtum bezeichnen kann, so muss man doch zugeben, 
dass hier eine Lücke des Verständnisses thatsächlich bestand, 
welche eine Ausfüllung verlangte. Die besonnenere Auffassung, 
welche gegenwärtig verbreitet ist, kann nicht behaupten, diese 
Schwierigkeit überwunden zu haben. Lexis z. B., welcher ganz 
besonders klar und scharf die bei den meisten Massen- 
erscheinungen der menschlichen Gesellschaft bestehende Unab- 
hängigkeit der Einzelfälle von einander betont hat, beschränkt 
sich darauf, durch Hinweisung auf andere Beispiele, die Zufalls- 
Spiele, die relative Häufigkeit eines Buchstabens in Sprache oder 
Schrift u. dergl. zu erhärten, dass auch ohne einen Zusammen- 
hang des Einzelfalles mit allen übrigen solche Regelmässigkeiten 
der Gesammt-Ergebnisse zur Erscheinung kommen können. Das 
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riucip der Spielräume gewährt uns ein befriedigenderes Ver- 

;^Undniss, wenn auch zunächst nur in dem ganz allgemeinen 
Sinne, dass es uns lehrt, worin jene Erwartungen ihre definitive 
Begründung finden. Auch bezüglich der Massenerscheinungen 
der menschlichen Gesellschaft würden wir uns vorläufig vergeblich 
bemühen, abzugrenzen, was dem einen uud was dem anderen 
Erwartungs-Princip zuzuweisen ist. Wir vermögen zwar uns zu 
sagen, dass physiologische Gesetze eine gewisse Gleichartigkeit 
der auf einander folgenden Generationen garantiren, dass Gewohn- 
heiten und Bedürfnisse notwendig in einer gewissen Constanz 
sich erhalten, dass staatliche und sociale Einrichtungen nur aus- 
nahmsweise schnellen und erheblichen Veränderungen unterliegen ; 
daneben aber steht es fest, dass auch lediglich besondere Gruppi- 
rungen dieser bekannten Verhältnisse Schwankungen herbeiführen 
könnten, welche wir nicht erwarten, und dass die Constanz der 
Massenerscheinungen eine weit grössere ist als die, welche wir den 
allgemeinen Verhältnissen nach als notwendig betrachten dürfen. 
3. Die Deutung der in den Massenerscheinungen factisch auf- 
tretenden Eegelmässigkeiten unter Bezugnahme auf Spielräume 
scheint in einem sehr wichtigen Punkte sich als unzureichend 
zu erweisen. Man wird geneigt sein, geltend zu machen, dass 
zwischen dem Princip der. Gesetzmässigkeit des Geschehens und 
dem Princip der Spielräume doch der fundamentale Unterschied 
bestehe, dass jenes eine objective, dieses aber eine lediglich sub- 
jective Bedeutung habe. Wenn daher das letztere auch zur Be- 
gründung einer gewissen Art von Erwartungen tauglich erscheine, 
so vermöge es doch nicht zu erklären, weshalb nun erfahrungs- 
mässig sich diese Erwartungen bestätigen. Zur Erklärung dieser 
Thatsache es heranzuziehen, sei nur eine Wiederholung des von 
den Logikern so vielfach als unzulässig erwiesenen Versuchs, 
eine Erklärung realen Verhaltens auf ein Princip von rein sub- 
jectiver Bedeutung zu gründen. Woher also jene Regelmässig- 
keiten factisch kommen, bleibe nach wie vor unverständlich. — 
Diese Schwierigkeit erledigt sich nun durch sehr einfache Ueber- 
legungen; diese aber sind in der That erforderlich, um ein 
richtiges Verständniss für die Erklärbarkeit jener Regelmässig- 
keiten zu gewinnen. 
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Ich hoife zunächst, dass die ganze bisherige Darstellung 
über den lediglich subjectiven Charakter, welchen das Princip 
der Spielräume als Erwartungs-Prinqip besitzt, keinen Zweifel hat 
bestehen lassen. Wenn daher von einer Erklärung gewisser 
Begelnniässigkeiten, die thatsächlich zur Beobachtung gekommen 
sind, überhaupt gesprochen werden soll, so liegt sie selbstver- 
ständlich nicht in der durch jenes Princip ausgedrückten Er- 
wartungs-Eegel. Wol aber kann sie gefunden werden in eben jenen 
objectiven Thatbeständen, mit Rücksicht auf welche diese ßegel 
unsere Erwartungen bestimmt, in den Grössen- Verhältnissen gewisser 
Spielräume. Wenn unter gewissen allgemein bezeichneten Umständen 
stets eine gewisse Erscheinung eintritt, so wird dem gegenüber eine 
Befriedigung unseres intellektuellen Bedürfnisses, eine „Erklänmg* 
auch dann gefunden sein, wenn wir einzusehen im Stande sind, 
dass die betreffende Erscheinung zwar nicht an die Gesammtheit 
aller besonderen Gestaltungen, welche jene allgemeine Bezeich- 
nung umfasst, wol aber an den überwiegend grössten Teil der- 
selben mit begreifbarer Notwendigkeit geknüpft ist. Dass man 
einen derartigen Einblick in den Zusammenhang des Geschehens 
für gewöhnlich eine Erklärung nennt, ist ebenso zweifellos, wie 
es nutzlos sein würde, darüber zu streiten, ob er so mit Eecht 
heissen dürfe. Die Berücksichtigung der Spielräume lehrt uns 
eben, dass es noch andere Erklärungen, als die ausschliess- 
lich auf gesetzmässige Notwendigkeiten basirten giebt, welche 
dann freilich von solchen sich auch durch den Sinn, in welchem 
sie Erklärungen sind, unterscheiden. Sie lehrt uns aber weiter, 
dass Erklärungen, welche lediglich die Angabe von gesetzmässigen 
Zusammenhängen enthalten, für jene Regelmässigkeiten gar nicht 
gegeben werden können, und dass daher die Forderung solcher 
eine falsch gestellte, auf einer irrtümlichen Voraussetzung be- 
ruhende ist. Wir können uns allerdings einen Zustand des 
Wissens denken, welcher eine volle Detail-Kenntniss darstellte, 
und bei welchem somit alles Geschehen im Einzelnen als 
notwendig begriffen werden könnte. Pur die allgemeinen Sätze 
aber, welche die in Rede stehenden Regelmässigkeiten aus- 
drücken, giebt es eine Erklärung in diesem Sinne gar nicht, und 
sie zu fordern, entspricht keinem wirklichen, sondern lediglich 
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einem durch Täuschung hervorgebrachten intellektuellen Bedürfniss. 
Indem man eine Erklärung dafür fordert, dass unter gewissen 
Bedingungen regelmässig eine Erscheinung aufgetreten sei, ist 
man versucht, schon von der Voraussetzung auszugehen, dass 
eine solche Erklärung durch die Bezeichnung bestimmter gesetz- 
mässiger Zusammenhänge gegeben werden könne. In diesem 
Sinne aber eine allgemeine Erklärung dafür zu verlangen, dass 
die von der Wahrscheinlichkeits-Rechnung gelieferten sehr sicheren 
Erwartungen sich wirklich bestätigen, das ist unzulässig, weil 
das Geforderte gar nicht existirt. Auf die Frage, wie es komme, 
dass thatsächlich im Boulette überall sehr annähernd gleich oft 
Rot und Schwarz gefallen sei, giebt es, abgesehen von dem 
Hinweis auf die überwiegende Grösse der dies Resultat herbei- 
führenden Spielräume, nur noch die Antwort, dass die Wirklich- 
keit eben thatsächlich so beschaffen war. Es ist nützlich, sich 
dies durch die Berufung auf analoge Verhältnisse zu verdeut- 
lichen , in welchen die Grössen - Verhältnisse der Spielräume 
unmittelbar zu Tage liegen. Wir würden es ungereimt finden, 
wenn Jemand die Bemerkung machte, es fände sich am Himmels- 
gewölbe nirgend eine grössere Anzahl heller Sterne in demselben 
grössten Kreise und gleichen Winkel- Abständen von einander, eine 
solche Anordnung sei aus irgend einem Gnmde unmöglich, und 
es müsse untersucht werden, wodurch dieselbe verhindert sei. 
Es scheint uns die hier unmittelbar einleuchtende Auskunft, dass 
die ganz besondere in Frage gestellte Anordnung von Gestirnen 
eben nicht realisirt sei, auch eine völlig genügende. In gleichem 
Sinne werden wir unser intellektuelles Bedürfniss stets befriedigt 
finden müssen, wenn der Nachweis gelingt, dass gewisse Er- 
scheinungen, die wir nie beobachten, nur bei einer ganz beson- 
deren Anordnung des Bestehenden zur Verwirklichung kommen 
könnten. Es stellt also, wie man jedenfalls sagen darf, die 
Kenntniss der Grössen- Verhältnisse von Spielräumen eine Bereiche- 
rung unseres Wissens dar, welche dazu führt, die Fragen nach 
gewissen Erklärimgen zu erledigen. Will man daran festhalten, 
nur die Angabe von Notwendigkeiten als Erklärungen zu be- 
zeichnen, so wird man anerkennen müssen, dass es schon eine 
wichtige Untersuchung ist, was in diesem Sinne überhaupt eine 
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Erklärung fordert. Die Berücksichtigung der Spielräume lehrt 
alsdann, dass dies häufig nicht der Fall ist, wo man von vorn 
herein es zu glauben geneigt ist. — Das Bedenken, von welchem 
wir ausgingen, das Princip der Spielräume könne die that- 
sächlich sich herausstellenden Eegelmässigkeiten doch nicht er- 
klären, erledigt sich also dahin, dass eine Kenntniss von Spiel- 
raums-Verhältnissen in gewissem Sinne allerdings jene Eegel- 
mässigkeiten erklärt, und zugleich zu der Einsicht führt, dass 
eine Erklärung derselben in anderem Sinne weder möglich noch 
erforderlich ist. 

Anders liegt natürlich die Sache da, wo uns eine bestimmte 
Kenntniss allgemeiner Umstände und der Spielräume, welche 
diesem oder jenem Verlauf entsprechen, noch abgeht, wo wir 
die beobachtete Begelmässigkeit nur in der vorhin geschilderten 
ganz allgemeinen Weise mit dem Princip der Spielräume in 
Verbindung bringen können. Wie es kommt, dass jährlich 
annähernd gleichviele Ehen geschlossen werden, können wir noch 
nicht durch Hinweis auf bestimmte Spielraums-Verhältnisse in 
derselben Vollständigkeit begreiflich machen, wie die gleiche 
Häufigkeit, mit welcher im Eoulette Eot und Schwarz fällt. 
Es versteht sich aber auch von selbst, dass dies nicht Aufgabe 
eines logischen Princips, sondern einer die realen Verhältnisse 
betreffenden Untersuchung ist. Die Aufklärung, welche die Be- 
rücksichtigung der Spielräume auch diesen Erscheinungen gegen- 
über unzweifelhaft ergiebt, besteht lediglich darin, dass sie für 
die Ergebnisse einer solchen Untersuchung eine allgemeine Form 
vorzeichnet, in welcher wir uns dieselben von vorn herein vor- 
stellen können, darin, dass sie in ein wol verständliches Problem 
verwandelt, was ohne sie als unbegreifliches Eätsel erscheinen 
müsste. 

Auch hier darf man in einem gebräuchlichen, und wol kaum 
ganz zu verwerfenden Sinne von Erklärung reden ; zwischen der hier 
Statt findenden und der vorhin besprochenen Art der Erklärung be- 
steht der leicht verständliche Unterschied, dass wir dort die zu er- 
klärenden Erscheinungen in Beziehung setzen zuThatsachen, 
die anderweit sicher bekannt sind, hier dagegen zu Annahmen, 
welche wir als acceptable oder plausible bezeichnen dürfen. Mit 
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der Erreichung dieses Resultats ist, soviel ich sehe, Alles ge- 
schehen, was die allgemeine Logik für die Aufklärung jener 
Probleme zu thun im Stande und verpflichtet ist. 

4. Das Princip der Spielräume ist offenbar in ganz ähnlichem 
Sinne wie das Causal-Gesetz unempirisch. Es kann wie dieses 
durch die Erfahrung weder bewiesen noch widerlegt werden. Zwar 
mag die Zuversicht, mit welcher wir es zur Anwendung bringen, 
nach psychologischen Gesetzen wachsen, wenn die Erfahrung die 
auf das Princip gebauten Erwartungen vielmals bestätigt. Gleich- 
wol kann von einem empirischen Beweise nicht die Rede sein, 
schon weil das Princip gar keinen Inhalt hat, der, irgend welchen 
Erfahrungs-Sätzen gleichartig, aus ihnen gefolgert werden könnte. 
Eine Nichtbestätigung der Erwartungen anderseits wird, gerade 
wie beim Causal-Gesetz, zunächst die Folgerung ergeben, dass 
die besonderen Annahmen empirischen Inhalts, nach Maassgabe 
deren das Princip zur Anwendung gebracht wurde, unrichtig 
waren, d. h. dass die Grössen-Beziehungen gewisser Verhaltungs- 
Spielräurae andere waren, als wir geglaubt hatten. Wenn hart- 
näckig eintritt, was wir für sehr unwahrscheinlich, und nicht das, 
was wir für wahrscheinlich erachten, so werden wir zunächst an- 
nehmen, dass bei der Bestimmung jener Wahrscheinlichkeit Irr- 
tümer untergelaufen sind. Sollte aber die Nichtbestätigung 
unserer Erwartungen selbst da Statt finden, wo die Richtigkeit 
jener Bestimmungen über jeden Zweifel erhaben wäre, so würden 
wir „einen sehr merkwürdigen Zufall** statuiren; es ergäbe sich 
aber daraus keinerlei Consequenz, welche die weitere Anwendung 
des Princips verhindern oder etwas Anderes an seine Stelle setzen 
könnte. — Die Wahrscheinlichkeits- Sätze mit Fick als synthe- 
tische Sätze a priori anzusprechen, würde ich gleichwol Bedenken 
tragen, da die zusammengesetzte Natur des Inhalts, welchen 
sie ausdrücken, dadurch nicht hinlänglich bemerkbar gemacht 
wird. Die Grössen-Bestimmungen, welche sie enthalten, sind 
von realer Bedeutung, und dieser Inhalt der Sätze ist somit als 
ein empirischer zu bezeichnen, auch wenn man den in sie 
eingehenden rein mathematischen Beziehungen eine apriorische 
Evidenz zuerkennt. Das eigentlich unempirische Princip (gleich 
wahrscheinlich sind Annahmen, welche gleiche und indifferente 
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ursprüngliche Spielräume umfassen) darf ein synthetisches Urteil 
a priori genannt werden, wenn man es überhaupt für ein syn- 
thetisches Urteil will gelten lassen. Das ist, soviel ich sehe, 
willkürlich. Jedenfalls aber scheint mir das Verständniss sonstiger 
synthetischer Urteile a priori, wie 2 mal 2 ist 4, nicht erheblich 
dadurch gefördert zu werden, dass ein so heterogener Satz , wie 
das Wahrscheinlichkeits - Princip , derselben Urteils - Kategorie 
eingereiht wird. 

5. Ein wesentlicher Unterschied zwischen dem Princip der 
Spielräume und dem der Gesetzmässigkeit besteht offenbar darin, 
dass das erstere nicht in gleichem Sinne wie dieses ein not- 
wendiges und unentbehrliches Element jedes Erfahrungs- Wissens 
darstellt. Denken können wir uns wenigstens einen intellek- 
tuellen Zustand, welcher eine so genaue und detaillirte Kenntniss 
der Wirklichkeit darstellte, dass von möglich erscheinenden Spiel- 
räumen und freier Erwartungsbildung nicht mehr die Rede 
wäre. Wenn allerdings der Natur der Sache nach auch ein der- 
artiges Wissen nie als ein absolut sicheres zu betrachten wäre, 
so könnte doch die Wahrscheinlichkeit, welche wir ihm nach 
Maassgabe seiner Deckung mit der Erfahrung zuschreiben, gerade 
eine solche sein, für welche das Princip der Spielräume nicht 
in Betracht käme. Für ein Wissen dieser Art würde die Kennt- 
niss von Spielräumen weder zum Zwecke einer Abwägung von 
Erwartungen in Betracht kommen, noch sonst irgend ein wesent- 
liches Interesse besitzen. 

Wichtiger als die Denkbarkeit eines solchen intellektuellen 
Zustandes scheint mir die thatsächliche Unerreichbarkeit desselben; 
und es ist wol nicht überflüssig, sich die grosse EoUe, welche 
unser Princip in dem gegenwärtigen Wissen spielt und, wie man 
wol sagen darf, immer zu spielen berufen ist, deutlich zu machen. 
Die Fälle sind häufig, wo eine so genaue Bestimmung des that- 
sächlichen Verhaltens, wie sie für die sichere Voraussagung zu- 
künftigen Geschehens erforderlich wäre, für unsere Hilfsmittel 
gänzlich unausführbar erscheint, teils wegen der enormen Zahl 
der Ermittelungen, die gemacht werden müssten, teils wegen 
der ausserordentlichen Genauigkeit, welche für jede derselben 
zu verlangen wäre. Wenn unter diesen Umständen unsere Kennt- 
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niss der Wirklichkeit notwendig eine unvollständige bleibt, so 
wird nun die Bestimmung der Spielräume und die Erwartungs- 
bildung am Platze sein. Das so erreichbare Wissen darf in 
mehrfacher Beziehung befriedigender genannt werden, als man 
auf den ersten Blick zu glauben geneigt ist. Erstlich ist her- 
vorzuheben, dass es unvollständig nur in ont elegischer Be- 
ziehung zu sein braucht, während die Einsicht in den gesetz- 
mässigen Zusammenhang des Geschehens, in die nomologischen 
Verhältnisse, vollständig und correct sein könnte. In einer kine- 
tischen Theorie der Gase z. B., welche den Molekülen bestimmte 
Wirkungs-Gesetze zuschriebe und auf Grund solcher Annahmen 
alle Erscheinungen befriedigend erklärte, würden wir ein Wissen 
besitzen, welches unserm wichtigsten und vornehmsten intellek- 
tuellen Bedürfniss genügte. Im Vergleich damit könnten die 
Fragen nach ontologischen Bestimmungen von lediglich singulärer 
Bedeutung, die Frage, z. B. wie gegenwärtig in einem bestimmten 
Gase alle Moleküle angeordnet sind und sich bewegen, von unter- 
geordneter Bedeutung erscheinen. Vor Allem aber ist es wichtig, 
dass das Princip der Spielräume — unter Umständen wenigstens, 
und zwar unter Umständen, welche thatsächlich sehr häufig 
realisirt sind — Erwartungen von einem solchen Grade der 
Sicherheit begründet, dass wir kein Bedenken tragen dürfen, 
unser Handeln nach ihnen so zu regeln, als ob sie volle Ge- 
wissheiten wären. Mit welcher Zuversicht wir auf Wahrschein- 
lichkeiten dieser Art thatsächlich uns zu verlassen pflegen, kann 
durch Hinweisung auf manche Beispiele deutlich gemacht werden. 
Ich will hier nicht davon reden, dass wir den Uebergang der 
Wärme von wärmeren zu kälteren Körpern als eine der sichersten 
Erfahrungs - Thatsachen betrachten; denn ob dies wirklich em 
Wabrscheinlichkeits-Satz ist, darf vielleicht bezweifelt werden. 
Aber auch andere Erwartungen sind wir gewohnt, als nicht 
im Mindesten zweifelhaft anzusehen, während sie doch bei näherer 
Ueberlegung sich ausschliesslich durch Wahrscheinlichkeits-Sätze 
begründbar erweisen. Niemand beanstandet z. B. die Vorschrift, 
zwei Pulver durch längeres Rühren und Schütteln ganz gleich- 
massig unter einander zu mischen, d. h. so, dass in jedem 
Raum-Stück von massiger Grösse das eine und das andere in 
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einem bestimmten Mengen -Verhältniss vorhanden sind. An der 
Erreichung dieses Resultats zweifeln wir nicht im Mindesten, auch 
wo sich dasselbe, wie bei gleich aussehenden Pulvern, dem Auge 
nicht bemerklich macht. Wenn aber unsere Vorstellungen von 
der Physik fester Körper nicht gänzlich unrichtige sind, so 
involvirt die angegebene Bedingung, dass ein vielmaliges Durch- 
mischen Statt finde, keine Notwendigkeit, sondern nur eine sehr 
grosse Wahrscheinlichkeit des erwarteten Ergebnisses. 

6. Wenn die oben durchgeführten Erwägungen zeigen, dass 
dem Princip der Spielräume eine gewisse und nicht unerhebliche 
Bedeutung auch in vielen Fällen zukommt, in welchen zahlenmässig 
angebbare Wahrscheinlichkeiten nicht resultiren, so erhebt sich die 
Frage, in wie weit denn nun hier eine Berechnung von Spiel- 
raums-Grössen Statt zu finden und somit die calculatorischen 
Methoden der Wahrscheinlichkeits-Rechnung in Anwendung zu 
kommen haben. In dieser Hinsicht ergiebt sich das Erforderliche 
ohne Schwierigkeit, wenn wir successive die verschiedenen Auf- 
gaben, welche sich der wissenschaftlichen Forschung darbieten, 
ins Auge fassen. 

Erstlich ist klar, dass solche Berechnungen stets in Anwen- 
dung gebracht werden müssen, wenn untersucht werden soll, ob 
gewisse Erscheinungen unter diesen oder jenen allgemeinen Be- 
dingungen stehend vorzustellen sind. Es ist nur ein besonders 
einfacher Fall dieses Üntersuchungs-Modus, wenn sich in der- 
jenigen Weise, welche in dem Bay es 'sehen Princip formulirt ist, 
numerische Wahrscheinlichkeiten dafür angeben lassen, dass eine 
gewisse Erscheinung auf diese oder auf jene Art hervorgebracht 
worden sei. Wir konnten damals zeigen, dass, wenn zwei Um- 
stände, abgesehen von einer gewissen Thatsache („a priori"), als 
gleich wahrscheinlich zu erachten wären, ihre Wahrscheinlichkeiten 
auf Grund dieser Thatsache sich verhalten, wie die Möglichkeiten, 
welche sie für diese repräsentiren. Es zeigt sich nun leicht, dass 
etwas Aehnliches auch Statt findet, wenn für zwei Annahmen 
ein zahlenmässig bestimmtes Verhältniss ihrer apriorischen Wahr- 
scheinlichkeiten gar nicht Statt findet. Denken wir uns, bezüglich 
eines Gefässes seien uns zwei Mitteilungen gemacht, die eine 
dahin gehend, dass es 50 schwarze und 50 weisse Kugeln ent- 
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halte, die andere, dass diese Zahlen 30 und 70 seien. Den beiden 
sich hiernach darbietenden Annahmen kommt ein numerisch an- 
gebbares Wahrscheinlichkeits-Verhältniss nicht zu, wie das ins- 
besondere deutlich wird, wenn ims etwa die eine Mitteilung glaub- 
würdiger erscheint als die andere. Wenn nunmehr aus dem 
Gefässe eine grosse Zahl von Ziehungen vorgenommen, und dabei 
295 Mal eine schwarze und 705 Mal eine weisse Kugel erhalten 
würde, so unterläge es keinem erheblichen Zweifel, dass die letz- 
tere Angabe die richtige war. Eine numerische Bestimmung für 
die Wahrscheinlichkeit derselben würde nach wie vor unmöglich 
sein. Aber um die Berechtigung des Schlusses überhaupt ein- 
zusehen, müssen wir uns nach den Methoden der Wahrscheinlich- 
keits-Eechnung deutlich machen, dass die Füllung des Gefasses 
mit 50 schwarzen und 50 weissen Kugeln für das beobachtete 
Ergebniss eine viel geringere Möglichkeit repräsentirt, als die 
Füllung mit 30 schwarzen und 70 weissen. Hier liegen nun 
die Verhältnisse immer noch insofern sehr einfach, als es sich 
lediglich um die Vergleichung zweier Annahmen handelt, welche 
sich in keinem Punkte von allgemeiner Bedeutung, in keiner 
nomologischen Beziehung unterscheiden ; es sind vielmehr die von 
der einen und der anderen supponirten Umstände ontologisch ver- 
schiedene Verhaltungsweisen, welche bekannten nomologischen Ver- 
hältnissen zufolge verschiedene Möglichkeiten für das factisch 
beobachtete Ereigniss respräsentiren. Jede Ableitung allgemeiner 
Sätze aus der Erfahrung beruht aber auf der viel weiter gehenden 
Anwendung eines Princips, welches ganz allgemein dahin aus- 
gesprochen werden kann, dass nomologische Annahmen für um so 
wahrscheinlicher zu halten sind, je grösser der Spielraum onto- 
logischer Verhaltungsweisen ist, welchen sie unter Berücksichtigung 
der factisch gemachten Erfahrungen als möglich erscheinen lassen. 
Nichts Anderes ist es ja im Grunde, was uns veranlasst, eine 
regelmässig beobachtete Aufeinanderfolge für eine notwendige zu 
halten, und die Vorstellung abzulehnen, dass dieselbe eine bloss 
zufällige gewesen sei. Ganz ähnlich betrachten wir auch stets 
Vorstellungen bezüglich irgend welcher Wirkungs-Gesetze dann 
als sehr wol begründet, wenn sie uns gewisse regelmässig be- 
obachtete Zusammenhänge des Geschehens zwar nicht als all- 
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gemein notwendig, wol aber als einer überwiegenden Menge 
aller Gestaltungs- Möglichkeiten entsprechend erscheinen lassen. 
Jede Ableitung allgemeiner Sätze aus Massen -Beobachtungen 
beruht hierauf. Wenn wir z. B. finden, dass von den mit kalten 
Bädern behandelten Pneumonie-Kranken durchschnittlich weniger 
sterben als von den indifferent behandelten, und daraus schliessen, 
dass die erstere Therapie den Verlauf der Krankheit günstig be- 
einflusse, so beruht die Berechtigung dieses Schlusses wenigstens 
zum Teil darauf, dass unter Zugrundlegung dieser Annahme den 
factisch beobachteten Ereignissen ein weit grösserer Spielraum 
realen Verhaltens entspricht, als bei der gegenteiligen, welche 
die betreffende Erscheinung für Zufall erklärte. Durchgängig also 
betrachten wir eine Annahme nomologischen Inhalts als dadurch 
empfohlen, dass sie ein factisch beobachtetes Verhalten als einem 
sehr grossen Kreise ursprünglicher Verhaltungsweisen entsprechend 
darstellt. Und wir betrachten die Aufsuchung solcher Annahmen 
als ein logisches Postulat überall, wo das factisch zu Beobach- 
tende durch irgend eine ßegelmässigkeit die Denkbarkeit einer 
solchen Zurückführung nahe legt. Jede ßegelmässigkeit scheint 
in diesem Sinne eine Erklärung zu verlangen. 

Es ist nun leicht zu übersehen, dass bei Untersuchungen 
dieser Art die Berechnung von Spielraums- Verhältnissen durchaus 
unentbehrlich ist. Nicht minder aber ist klar, dass die so zu 
gewinnenden Ergebnisse nicht immer bestimmte Wahrscheinlich- 
keits-Werte repräsentiren. Denn es ist hier im Allgemeinen gar 
nicht möglich, die sämmtlichen in Frage kommenden Vorstellungs- 
weisen vollständig aufzuführen, noch weniger, jeder derselben 
einen apriorischen Wahrscheinlichkeits-Wert zuzumessen, meistens 
auch nicht einmal, die Möglichkeiten, welche jede derselben für 
das thatsächlich Beobachtete darstellen würde, zahlen massig aus- 
zudrücken. 

Wenn wir z. B. eine ßegelmässigkeit gewisser Durchschnitts- 
ßesultate beobachten und diese auf die Spielraums- Verhältnisse 
gewisser constanter allgemeiner Bestimmungen beziehen, so bleibt 
gänzlich unvergleichbar die Wahrscheinlichkeit jener ganz anderen 
Annahmen, welche etwa versuchen könnten, die ßegelmässigkeit 
als eine allgemein notwendige durch einen Zusammenhang der 
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Einzelßllle zu erklären. So kommen in der That Fälle vor, 
wo der intellektuelle Wert einer ganzen derartigen Auffassung 
ein gar nicht genau zu bezeichnender ist und sehr verschieden 
beurteilt werden kann. Dahin gehört z. B. der auf Wahrschein- 
lichkeits-Betrachtungen gegründete Teil der theoretischen Physik. 
Es erscheint von vorn herein gar nicht ausgeschlossen, dass die 
regelmässig beobachteten Zusammenhänge sich bei irgend welchen 
ganz andersartigen Vorstellungen als notwendige ergeben 
würden; für die Abwägung des logischen Werts einer solchen 
Theorie gegen eine Wahrscheinlichkeits-Theorie fehlt jeder be- 
stimmte Anhalt *). 

In den sämmtlichen Untersuchungen der soeben besprochenen 
Art handelt es sich also, streng genommen, gar nicht um die 
Berechnung von Wahrscheinlichkeiten, sondern um die Berech- 
nung von Spielraums- Verhäl tnissen , welche zwar eine grosse, 
aber durchaus keine einfach angebbare intellektuelle Bedeutung 
haben. Will man herkömmlicher Weise alle derartige Berech- 
nungen als Wahrscheinlichkeits-Kechnung bezeichnen, so würde 
es zweckmässig sein, dieselben etwa als die „untersuchende An- 
wendung •* der Methode von der eigentlichen Berechnung von 
Wahrscheinlichkeiten zu trennen. Correcter wäre es aber jeden- 
falls, hier einfach von einer Spielraums- oder Möglichkeits-Be- 
rechnung zu reden. 

7. Betrachten wir als zweite Aufgabe der Wahrscheinlich- 
keits-ßechnung die, uns Erwartungen von grosser Sicherheit mit 
Bezug auf die Gesammt-Ergebnisse sehr vieler gleichartiger Fälle 
an die Hand zu geben, so ist leicht zu sehen, dass die Methode 
hierzu nicht herangezogen werden kann, wenn keine hinlänglich 
sicheren und präcisen Voraussetzungen existiren, von welchen sie 
auszugehen in der Lage wäre. Wenn wir weder über die Con- 
stanz der allgemeinen Bedingungen noch über die Unabhängigkeit 
oder Abhängigkeit der einzelnen aufeinanderfolgenden Fälle eine 
deutliche und sichere Vorstellung haben, vielmehr in dieser Hin- 



1) Wir bestätigen hier von einem anderen Gesichtspunkte aus den 
schon früher (S. 29 f.) erörterten Satz, dass die inductiven Begründungen 
allgemeiner Sätze nicht zahlenraässig darstellbar sind. 
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sieht auf die an eben solchen Fällen gemachten Erfahrungen 
und die aus ihnen zu ziehenden Analogieschlüsse angewiesen sind, 
so erscheinen auch die bezüglich der Gesammt-Ergebnisse vieler 
Fälle zu bildenden Erwartungen einfach als Analogie-Schlüsse. 
Die Bedeutung der Wahrscheinlichkeits-Eechnung beschränkt sich 
dann darauf, uns die Berechtigung dieser in einer allgemeinen 
Weise verständlich zu machen. Es ist unter diesen Umständen 
berechtigt, die annähernd gleiche Häufigkeit derjenigen Erschei- 
nungen wieder zu erwarten, welche bisher in einer gewissen an- 
nähernd Constanten Häufigkeit beobachtet wurden. Dagegen ist 
es nicht möglich, eine ähnliche Erwartung bezüglich irgendwelcher 
Vorgänge zu bilden, deren Häufigkeit nicht schon factisch beobachtet 
worden ist. Von diesem Gesichtspunkte aus erscheint daher die 
Anwendung der Wahrscheinlichkeits-Kechnung überflüssig : sie 
kann nichts lehren, was nicht der unmittelbare Analogie-Schluss 
auch an die Hand giebt ; sie enthält nur die allgemeine Begrün- 
dung des letzteren, kann uns aber nicht weiter führen als dieser. 
Erblickt man den wesentlichen Nutzen der Wahrscheinlichkeits- 
ßechnung darin, dass sie, wie z. B. in den Zufalls - Spielen, 
sehr sichere Erwartungen auch in solchen Hinsichten gestattet, 
in denen eine specielle Erfahrung bisher gar nicht vorliegt, so 
wird man finden, dass durch dieses Besultat der Nutzen der 
Wahrscheinlichkeits-Eechnung als ein sehr beschränkter erscheint. 
In der That kann man behaupten, dass, wo die Gewinnung 
sicherer Vorstellungen mit Bezug auf die Gesetze des Geschehens 
nicht gelingt, auch die Wahrscheinlichkeits-Eechnung es nicht 
ermöglichen kann, über die „reine Empirie **, mit anderen 
Worten über die Analogie-Schlüsse hinauszukommen; wir bleiben 
beschränkt auf die Erwartung dessen, was bisher beobachtet wurde. 
Es ist jedoch hier zu beachten, dass selbst bei Erscheinungen, 
denen gegenüber im Allgemeinen unser Standpunkt dieser un- 
günstige ist, doch in einzelnen speciellen Beziehungen oft gewisse 
Annahmen von allgemeiner Bedeutung mit hinlänglicher Sicherheit 
gemacht werden können, und dass es so gelingt, sichere Erwar- 
tungen auch bezüglich solcher Verhältnisse zu bilden, über welche 
specielle Beobachtungen noch nicht gemacht wurden. Hierhe 
gehört es namentlich, dass wir nicht selten berechtigt sind, die 

Ton Eries, Wahrscbeinlichkeits-Bechniing. J2 



Digitized by 



Google 



— 178 — 

ünabhän^gkeit mehrerer Möglichkeiten von einander mit grosser 
Sicherheit anzunehmen: wenn wir die in einer Hinsicht be- 
stehenden Möglichkeiten a und b und die in einer anderen be- 
stehenden a und ß als unabhängig betrachten dürtiBn, so genügt 
eine gewisse Eenntniss der Häufigkeit, in welcher a und b einer- 
seits, a und ß anderseits zu erwarten sind, um zu beurteilen, 
welches die Häufigkeit der verschiedenen Combinationen aa, aß, 
ba, bß sein werde, auch wenn die vorliegende Erfahrung eine 
Zählung dieser Combinationen nicht einschliesst. So würde z. B., 
wenn wir wissen, wie viele Männer jährlich in Deutschland hei- 
raten, und wie viele blond resp. brünett sind, mit einiger Sicher- 
heit angegeben werden können, wie viele Blonde und wie viele 
Brünette heiraten, ohne dass die Statistik auf diese Frage 
fiücksicht genommen hätte. Untersuchungen dieser Art werden, 
da sie sich mit der Häufigkeit verschiedener Combinationen be- 
schäftigen, nach den Methoden der Wahrscheinlichkeits-ßechnung 
ausgeführt. Es versteht sich von selbst, dass dieselben eine 
sehr sorgsame Prüfung ihrer Voraussetzungen erheischen. Wir 
werden später gewisse Berechnungen zu erwähnen haben (über 
die Dauer der Ehen, des Wittwenstandes u. dergl.), welche dieser 
Kategorie augehören und jedenfalls nicht einwurfsfrei erscheinen. 
8. Wir legen uns endlich die Frage vor, wie weit die im 
engeren Sinne logische Bedeutung der Wahrscheinlichkeits-Rech- 
nung, d. h. die, eine strenge Bezeichnung für die logische Be- 
rechtigung von Annahmen zu geben, auf denjenigen Gebieten 
in Betracht kommen kann, welche präcise darstellbare numerische 
Wahrscheinlichkeiten nicht zulassen, doch aber eine gewisse An- 
wendung des Princips der Spielräume erheischen. Es ist nun 
leicht zu sehen, dass es unter diesen Umständen nur möglich ist, 
für irgend eine Erwartung die numerische Wahrscheinlich- 
keit zu berechnen, welche sie haben würde unter gewissen 
Voraussetzungen, welche entweder nicht sicher sind, oder von 
denen wir sogar bestimmt wissen, dass sie nicht genau zutreffen. 
Um überhaupt numerische Bestimmungen zu erhalten, müssen 
wir in gewissen Hinsichten schematisiren; wir müssen z.B. 
die allgemeinen Bedingungen als constant voraussetzen, auch 
wenn wir wissen, dass sie mehr oder weniger schwanken; wir 
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müssen die Einzelfälle als unabhängig betrachten, auch wenn wir 
wissen, dass sie es thatsächlich nicht vollkommen sind. Dies ist 
unumgänglich, weil die Abweichungen von diesen Schematen, 
welche die Wirklichkeit etwa darbietet, eben nicht numerisch 
fixirbar sind. Unter diesen Umständen werden also die Berech- 
nungen nicht die eigentlich uns interessirenden Fragen, sondern so 
zu sagen schematisirte Beispiele betreffen, welche zur Illustration 
unserer wirklichen Probleme zu bearbeiten nützlich sein kann. 
Und es ist auch in solchen Fällen der Natur der Sache nach 
durchaus unmöglich, in der Verwertung der Wahrscheinlichkeits- 
Kechnung über diesen Modus hinaus zu gelangen. Wie weit 
derselbe dienlich sein kann, lässt sich zwar selbstverständlich 
nicht in bestimmter Weise abgrenzen; doch können einfache 
Ueberlegungen uns hierüber hinlänglich orientiren. Die Wahr- 
scheinlichkeit, welche wir irgend einer Annahme zuschreiben, ist 
unter diesen Umständen nach zwei Gesichtspunkten zu beurteilen : 
einmal müssen wir wissen, wie gross ihr numerischer Wert im 
Schema, wie wir kurz sagen wollen, sein würde; anderseits werden 
wir den Grad der Uebereinstimraung des wirklichen Falles mit 
diesem Schema in Betracht ziehen müssen. Man sieht nun leicht, 
dass die numerischen Auswertungen in dem Grade an Interesse 
verlieren, als diese Uebereinstimmung eine geringere wird, und 
zwar nach Maassgabe eines einfach anzugebenden Verhältnisses. 
Wenn die betreffende Annahme als eine unsichere vorzugsweise 
wegen Nicht-Uebereinstimmung der realen Verhältnisse mit dem 
Schema erscheint, während die numerische Wahrscheinlichkeit, 
welche dieses ergiebt, eine grosse ist, so hat die genaue Aus- 
wertung derselben kein wesentliches Interesse. Es versteht sich 
in der That von selbst, dass, wenn in eine Annahme mehrere 
verschieden zweifelhafte Voraussetzungen eingehen, es immer 
vorzugsweise wichtig sein muss, sich über den Grad der Sicherheit 
derjenigen zu orientiren, welche die wenigst sichere ist. Ganz 
ähnlich müssen wir, um die Genauigkeit irgend eines Unter- 
suchungs-Verfahrens, etwa einer chemischen Analyse, zu kennen, 
wesentlich diejenigen Fehlerquellen berücksichtigen, welche die 
grössten Fehler zu ergeben geeignet sind. 

Ob also die An^^ndung der Wahrscheinlichkeits-Rechnung 
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in solchen Fällen ein erhebliches Interesse hat, hängt wesentlich 
davon ab, ob die betreflfende Annahme vorzugsweise durch das 
geringe Maass der im Schema sich ergebenden numerischen 
Wahrscheinlichkeit oder durch die Nicht - Uebereinstimmung 
der realen Verhältnisse mit dem Schema geiUhrdet erscheint. 
Ganz im Allgemeinen wird es also wichtig sein, jene Zahlenwerte 
auszurechnen, wenn sich übersehen lässt, dass nur massige nu- 
merische Wahrscheinlichkeiten herauskommen; dann dagegen über- 
flüssig, wenn wir schon von vom herein uns sagen können, dass 
die numerischen Wahrscheinlichkeiten sehr grosse sind, die uns 
interessirenden Annahmen gleich wol aber relativ unsichere bleiben. 
Derartigen Gegenständen gegenüber ist es also unbedingt erfor- 
derlich, wenigstens die Grössen-Ordnung der betreffenden nu- 
merischen Wahrscheinlichkeiten übersehen zu können; die Aus- 
führung aller Rechnungen und Bezifferung aller Wahrscheinlich- 
keiten kann aber dabei durchaus überflüssig, ja sogar irreführend 
sein. Das Verhältniss des berechenbaren Zufalls in solchen 
Untersuchungen ist etwa ebenso wie das einer einzelnen Fehler- 
quelle z. B. des Wägungs- Fehlers in einer chemischen Analyse. 
Wären wir darauf angewiesen, uns einer sehr schlechten Waage 
zu bedienen, so würde für die Beurteilung der Genauigkeit der 
Analyse die Kenntniss der Präcision der Waage erforderlich 
sein. Wissen wir dagegen, dass die Genauigkeit der Wägungen 
für den vorliegenden Zweck weitaus genügend ist, d. h. dass 
die Fehler, die etwa durch ungenaues Wägen entstehen können, 
durchaus zu vernachlässigen sind im Vergleich zu denen, welche 
die analytischen Proceduren involviren, so ist es völlig gleich- 
giltig, ob der wahrscheinliche Fehler der Wägung etwas grösser 
oder kleiner ist. Wiewol es also selbstverständlich ist, dass 
wir über die Genauigkeit, mit der wir wägen, orientirt sein 
müssen, so wäre es doch eine ganz verkehrte Forderung, dass 
jedem analytischen Resultate zur Charakterisirung seiner Zuver- 
lässigkeit der wahrscheinliche Fehler der Wägimg beigefügt werden 
müsse. Es lässt sich hiernach erwarten, und wir werden später 
Gelegenheit haben, es zu bestätigen, dass in so manchen Erschei- 
nungs-Gebieten, welche eine schematische Behandlung der er- 
wähnten Art nahe legen, gleichwol eine Ausführung von Wahr- 
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scheinlichkeits- Berechnungen für die hier aufzustellenden An- 
nahmen oder zu ziehenden Schlüsse ohne erheblichen Nutzen und 
Interesse ist. Wenn solche trotzdem gefordert und versucht 
wurden, so beruhte dies, zum Wenigsten sehr häufig, auf den 
schon oben besprochenen principiellen Irrtümern, welchen zufolge 
alle Eeihen gleichartiger Erscheinungen als den gewöhnlichen 
Zufalls-Spielen wirklich entsprechend angesehen wurden. Dem- 
gemäss wurden dann auch die berechneten Zahlenwerte irrtümlich 
für die Wahrscheinlichkeiten gehalten, die den Annahmen oder 
Schlussfolgerungen von realer Bedeutung wirklich zuzuschreiben 
wären. 

9. Wenn unsere Untersuchungen eine numerische Darstellung 
von Wahrscheinlichkeiten nur in einer äusserst beschränkten Art 
von Fällen möglich erscheinen lassen, so giebt auch dieses Re- 
sultat noch zu einigen Bemerkungen Veranlassung. Zunächst 
versteht es sich von selbst, dass das, was man die logische 
Methode der Wahrscheinlichkßits-Rechnung nennen kann, die 
Zergliederung des möglich Erscheinenden in eine Anzahl einzelner 
Fälle, die Aufstellung und Abzahlung aller Möglichkeiten, mit 
einem Worte die systematische Bildung disjunktiver Urteile, eine 
Verfahrungsweise von durchaus universaler Anwendbarkeit dar- 
stellt. Zu einem numerischen Ergebniss aber führt diese Form 
erst durch die Ansetzung gleichmöglicher Fälle, und diese ist 
also bei der Wahrscheinlichkeits-Rechnung jedesmal die materielle 
Grundlage der schliesilich herauskommenden Resultate. Eine 
solche ergiebt sich nun lediglich in den von uns charakterisirten 
Fällen in sicherer und unmittelbar einleuchtender Weise, und 
hierdurch grenzen sich diese Gebiete als die einzigen ab, in 
welchen wir Wahrscheinlichkeiten numerisch bezeichnen können. 

Es darf nun die Frage aufgeworfen werden, ob nicht eine 
zahlenmässige Darstellung auch anderer, ganz beliebiger Wahr- 
scheinlichkeiten in der Weise Statt finden kann, dass dieselben 
mit eigentlich numerischen verglichen werden ; es erscheint denk- 
bar, jede Wahrscheinlichkeit zu taxiren, indem man diejenige 
zahlenmässige Wahrscheinlichkeit angiebt, welche mit ihr gleichen 
Sicherheits-Grad zu haben scheint. Gegen derartige Abschätz- 
ungen ist nun zwar principiell gar nichts einzuwenden; es ist 
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aber notwendig, wol zu beachten, welche Bedeutung sie haben 
und welchen Schwierigkeiten sie unterliegen. Wenn wir den 
Wahrscheinlichkeits-Wert eines Analogie-Schlusses zahlenmässig 
taxiren und auf j angeben , so sind die logischen Verhältnisse 
jener Analogie und einer freien Erwartungsbildung, bei welcher 
die Spielräume in dem Grössen- Verhältniss 1 : 5 stehen, voll- 
ständig heterogen und ihrer Natur nach unvergleichbar. Der 
Vergleichspunkt beider ist demgemäss ein lediglich psycholo- 
gischer; verglichen wird die psychologische Gewissheit, welche 
in dem einen und dem anderen Falle Statt findet; diese ist 
das einzige beiden Fällen Gemeinsame. 

Jene Schätzung versucht also, zwei logische Verhältnisse 
nach der Art, wie sie psychologisch wirksam werden, in Vergleich 
zu bringen. Schon dadurch, dass diese psychologischen Be- 
ziehungen sehr unregelmässig und variabel sind, werden derartige 
Schätzungen erschwert. Es giebt, soviel ich sehe, nur einen Fall, 
in welchem sie sich nützlich erweisen können. Wenn eine ver- 
wickelte Ueberlegung mich zu einer mehr oder weniger sicheren 
Vermutung führt, und ich einem Anderen, dem die Momente 
jener Ueberlegung fremd sind, das Gesammt-Ergebniss mit- 
zuteilen wünsche, so wird es unter Umständen nicht über- 
flüssig sein, die Sicherheit der Vermutung, zu der ich gelangt 
bin, in zahlenmässiger Taxirung genauer zu bestimmen. So 
könnte z. B. der Arzt die Hoffnung oder Besorgniss, mit welcher 
er den Zustand eines Patienten ansieht, durch eine Zahlen-Angabe 
präciser, als sonst möglich, auszudrücken versuchen. Wenn er 
sagte, dass er die Wahrscheinlichkeit der Genesung auf 4» die 
des tödtlichen Ausgangs auf ^ schätzte, so wäre eine solche An- 
gabe trotz der Unbestimmtheit, mit welcher die Taxirung not- 
wendig behaftet ist, doch wertvoller, als blosse Redewendungen 
von Gefahr, Hoffnung etc. Gerade hier aber ist auch sehr deut- 
lich, dass es sich zunächst um eine Mitteilung über einen indivi- 
duellen psychischen Zustand handelt, nicht um eine allgemein 
giltige Charakterisirung eines logischen Verhältnisses. Demgemäss 
geht denn der Taxirung gerade derjenige Vorteil ab, den man 
als wichtigsten von der zahlenmässigen Bezeichnung der Wahr- 
scheinlichkeit erwartet, nämlich die Beseitigung der individuellen 
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Willkür in der Beurteilung der Verhältnisse. Diesen Mangel 
kann, wo die Wahrscheinlichkeiten nicht wirklich numerische 
sind, offenbar keine Methodik beseitigen. Wenn der Kliniker X 
aus 20 Eheumatismus-Fällen, die er mit Salicylsäure behandelt 
hat, einen sicheren Schluss auf die günstige Wirkung dieses Me- 
dicaments ziehen zu können glaubt, während Y diesen Schluss 
für gewagt hält, so kann diese Differenz der Auffassung darauf 
benihen, dass der Eine die wesentliche sonstige üebereinstimmung 
der betreffenden Fälle mit früher beobachteten glaubt annehmen 
zu dürfen, der Andere dieselbe für zweifelhaft hält. Dabei wird 
Nichts gewonnen sein, wenn der Eine den Wahrscheinlichkeits-Wert 
dieser Annahme auf ^, der andere den gleichen Wert auf |- 
taxirt. Nicht minder muss ein anderer wichtiger Nutzen, welchen 
eine zahlenmässige Auswertung von Wahrscheinlichkeiten haben 
kann, den Taxirungen abgehen, nämlich der, dass eventuell mit 
Sicherheit angegeben werden kann, welche von zwei Wahrschein- 
lichkeiten als die grössere, welche als die kleinere anzusehen ist. 
Gerade dies kann wichtig sein, sobald es sich darum handelt, 
auf Grund von Wahrscheinlichkeiten Entschlüsse zu fassen, zu 
wählen u. s. w. Eine correcte zahlenmässige Bestimmung von 
Wahrscheinlichkeiten kann unter Umständen in einer jedes Be- 
denken ausschliessenden Weise unsere Entschlüsse reguliren. Wo 
es aber einmal fraglich erscheint, welche von zwei Wahrschein- 
lichkeiten als die grössere zu betrachten ist, kann natürlich diese 
üngewissheit durch eine Taxirung beider nicht beseitigt werden ; 
vielmehr muss sie in der Unsicherheit der Taxirung wieder 
unverändert zur Erscheinung kommen. 

Genauere Ueberlegungen zeigen uns leicht die Gründe, aus 
denen solche Taxirungen einen erheblichen Wert nicht bean- 
spruchen können. Die Willkürlichkeit in der Ansetzung 
dessen, was uns als gleich möglich gelten soll, war der wesent- 
liche Grund, welcher die numerische Gestaltung der Wahr- 
scheinlichkeiten auf besondere Fälle einschränkte. Diese Will- 
kürlichkeit, welche aus der Unbestimmtheit und Unbestimmbar- 
keit gewisser logischer Verhältnisse entspringt, documentirt sich 
auch darin, dass es gar nicht angebbar erscheint, welcher Grad 
psychologischer Gewissheit irgend einem solchen mit ßecht zu- 
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komme. Und demgemäss fehlt es auch für die in Bede stehende 
Taxirung an der wesentlichen Voraussetzung, dass sich mit jedem 
logischen Verhältniss ein bestimmter, deutlich vorstellbarer Grad 
subjectiver Gewissheit factisch verbände. Selbst für die numerische 
Wahrscheinlichkeit bildet sich keine bestimmte Verknüpfung mit 
psychologischen Gewissheiten aus, oder es bleiben uns wenigstens 
von den verschiedenen Graden dieser letzteren keine deutlichen 
Erinnerungsbilder. Wer wollte behaupten, dass er sich die durch die 
Wahrscheinlichkeiten ^, ^ und ^ bedingten Gewissheiten als 
wolcharakterisirte psychische Zustände vorzustellen vermöge ? 
Unter diesen Umständen darf es bezweifelt werden, ob bei ver- 
wickeiteren Erwägungen die willkürliche Bezifferung der einzelnen 
Annahmen einen Wert haben kann. Ich glaube das um so we- 
niger, als es im Allgemeinen nicht gestattet sein würde, die 
Wahrscheinlichkeit einzelner Annahmen zu taxiren, und dann mit 
den Ergebnissen dieser Schätzungen nach den combinatorischen 
Methoden der Wahrscheinlichkeits-Bechnung zu operiren, sondern 
vielmehr die Wahrscheinlichkeit einer jeden Combination von 
Annahmen im Allgemeinen immer wieder neu taxirt werden 
müsste. 

Auf der anderen Seite ist ganz und gar nicht zu befürchten, 
dass derartige Taxirungs- Versuche, wenn sie rationell ausgeführt 
werden, die Gefahr besonderer Täuschungen involviren sollten. 
Nur dann würde das der Fall sein, wenn mau solche Wahr- 
scheinlichkeits-Zahlen in realer Bedeutung, als das Verhältniss 
von Spielräumen, ansähe. Insofern ist es nicht ganz unrichtig, 
wenn man die bei der Anwendung der Wahrscheinlichkeits-Bech- 
nung gelegentlich untergelaufenen Illusionen auf eine Vermischung 
des subjectiven und des objectiven Sinnes der Wahrscheinhch- 
keits-Sätze zurückgeführt hat. Aber der Grund des Irrtums ist 
nicht der, dass man der taxirten Wahrscheinlichkeit einen intellek- 
tuellen Wert beilegt, der ihr nicht zukommt, sondern der, dass 
man so verfährt, als ob ihre Zahlen eine reale Bedeutung hätten, 
die sie factisch nicht besitzen. Nicht das Taxiren ist das 
Bedenkliche, sondern die falsche Beurteilung der realen Verhält- 
nisse, die mangelhafte Zergliederung der Möglichkeiten, derzufolge 
man zu Wahrscheinlichkeits - Sätzen gelangt, die sich dann bei 
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strengerer Prüfung auch als Taxirungen nicht aufrecht erhalten 
lassen. — 

10. Das Interesse der Vollständigkeit und die historische 
Bedeutung des Gegenstandes wird es rechtfertigen, wenn ich 
einige Bemerkungen über die Beziehung der Wahrscheinlichkeits- 
Theorie zu den Kegeln der praktischen Vernunft, zu der Lehre 
von dem vernünftiger Weise zu Wollenden oder zu Wählenden 
hier anschliesse. 

Um alle in dieser Beziehung aufzuwerfenden Fragen in ganz 
bjfriedigender Weise zu erledigen, bedarf es nur einer allgemeinen 
Einsicht, nämlich der, dass es gar kein bestimmtes und überall 
giltiges Princip giebt, nach welchem wir den Wert eines in un- 
serem Besitz befindlichen Gutes vergleichen könnten mit dem 
Werte einer Aussicht oder Hoffnung, ein solches zu erhalten. 
Wenn wir ausschliesslich solche Güter in Betracht ziehen, die in 
Geldeswert auszudrücken sind, so kommen bei einer derartigen 
Aussicht in Betracht die Grösse des zu hoffenden Gewinnes, 
— derselbe werde mit A bezeichnet — und die Wahrscheinlichkeit, 
mit welcher wir erwarten dürfen, ihn zu erhalten; diese wollen 
wir uns als eine numerisch bestimmte denken, und sie möge a 
heissen. Die ursprüngliche Voraussetzung der Wahrscheinlichkeits- 
Theorie bestand bekanntlich darin, dass der Wert einer derartigen 
Hoffnung durch das Product a A zu messen sei. Da für das, 
was wir sicher besitzen, a = 1 ist, so stellt das Product aA 
denjenigen sicheren Besitz dar, welcher dem mit der Wahrschein- 
lichkeit a zu erwartenden Gewinn A äquivalent wäre. Es er- 
schiene hiernach stets als vernünftig, von zwei Aussichten diejenige 
vorzuziehen, welche bei der Multiplication von Chance und Gewinn 
das grössere Product giebt. Diese Kegel nun führt, wenn sie 
auf bestimmte Fälle angewandt wird, keineswegs durchgängig 
zu acceptabeln Ergebnissen, sehr häufig vielmehr zu solchen, die 
von dem wirklich Vernünftigen aufs Erheblichste abweichen. 
Die Aufstellung und Festhaltung derselben ist durch mehrere ver- 
schiedene Umstände begünstigt worden, welche hier Täuschungen 
nahe legten. Dahin gehört vor Allem die ünkenntniss der be- 
sonderen Umstände, an welche die Möglichkeit von Maass- 
bestimmungen überhaupt geknüpft ist, und die so bestehende 
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Meinung, dass der Wert eines Besitzes sowol wie einer 
Aussicht durch bestimmte Zahlen -Angaben müsse bezeichnet 
werden können. Hiernach erschien es selbstverständlich, dass 
auch jeder Aussicht ein genau anzugebender sicherer Besitz 
äquivalent sein müsse; und da bot sich dann allerdings das oben 
erwähnte Product als die einfachste und nächstliegende Be- 
stimmung. 

Dazu kommt ein weiterer Umstand, dessen Aufklärung hier 
unsere wesentlichste Aufgabe ist. Es möge Jemandem angeboten 
sein, ein Zufalls-Spiel zu entriren, bei welchem er gegen den 
Einsatz C die durch die Chance a gemessene Aussicht auf den 
Gewinn A erhält. Das Eingehen dieses Spiels bedeutet die 
Eintauschung des sicheren Besitzes von C gegen den unsicheren 
und zwar mit der Wahrscheinlichkeit a zu erwartenden Besitz 
von A. Wenn nun ein solches Spiel in unbegrenzt häufiger 
Wiederholung gespielt werden soll, so ist klar, dass die En- 
trirung jedesmal vorteilhaft sein wird, sobald aA grösser ist 
als C. Denn indem wir uns die Zahl der Wiederholungen 
immer mehr gesteigert denken, wächst unbegrenzt die Wahr- 
scheinlichkeit, dass der Gesammt- Betrag unserer Gewinne die 
Summe der Einsätze übersteigen werde; und es trifft dies zu, 
sobald aA um noch so wenig grösser ist als C. Es unterliegt 
also keinem Zweifel, dass unter der gemachten Voraussetzung, 
nämlich bei unbegrenzt häufiger Wiederholung, stets mit Sicher- 
heit angegeben werden kann, ob das Spiel vorteilhaft oder 
unvorteilhaft ist. Nur wenn das Verhältniss von Einsatz, Chance 
und Gewinn in der ganz bestimmten Weise normirt ist, dass 
aA = C, kann behauptet werden, dass das Spiel sowol von 
Seiten des Bankhalters als des Spielenden vernünftiger Weise 
eingegangen werden darf; jede Abweichung macht das Spiel 
für den Einen oder den Anderen nachteilig. Hier bestätigt 
sich also die Schätzung nach den Producten durch die wirk- 
liche Gleichwertigkeit des sicheren Besitzes C und des mit der 
Wahrscheinlichkeit a zu erwartenden Gewinnes A, wennC = aA. 
Es scheint nun unmittelbar einzuleuchten, und gerade hierin 
liegt die Gefahr einer sehr wichtigen Täuschung, dass, wenn 
die vielmalige Entrirung eines Spiels vorteilhaft und vernünftig 
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ist, auch die einmalige es sein muss; denn es scheint nicht 
anzunehmen, dass die vielmalige Wiederholung eines Tausches, 
der im Einzelfalle ein nachteiliger ist, schliesslich vorteilhaft 
werden könne oder umgekehrt. Es ist vorteilhaft, eine Million 
Mal ein Spiel zu spielen, bei welchem ich jedes Mal für den 
Einsatz von einem Thaler die Chance —^ erhalte, 1001 Thaler 
zu gewinnen. Hieraus scheint unmittelbar zu folgen, dass auch 
einmal genommen die mit der Wahrscheinlichkeit j^ zu be- 
ziffernde Aussicht auf den Gewinn 1001 mehr wert ist als der 
sichere Besitz 1. Diese Argumentation geht nun aber doch von 
einer durchaus irrigen Voraussetzimg aus. Es wird angenommen, 
dass, wenn zwei Werte gleich sind, auch ihre beliebig häufige 
Wiederholung oder ihre Einteilung *in eine Anzahl gleicher Teile 
wieder gleiche Werte ergeben muss. Hierbei ist aber ausser 
Acht gelassen, dass der subjective Wert, durch welchen es be- 
stimmt wird, ob eine Wahl vernünftig zu nennen ist oder nicht, 
bei den Wiederholungen eines Gegenstandes in mannigfaltigster 
Weise durch die gegenseitigen Beziehungen der einzelnen Exem- 
plare sich modiflcirt. Der subjective Wert eines zusammenge- 
setzten Gegenstandes kann durch Zusammen-Addirung der Werte, 
welche seine Teile einzeln besitzen, ganz und gar nicht immer 
zutreffend gefunden werden. Es kann, um ein einfaches Beispiel 
anzuführen, für mich vorteilhaft erscheinen, ein Haus nebst Garten 
um 30000 Mark zu kaufen, während ich etwa die Erwerbung 
des einen allein um 20000 oder des anderen um 10000 beide 
als nicht in meinem Interesse ablehnen würde. Der subjective 
Wert beider bestimmt sich durch ihren Zusammenhang. Ebenso 
kann es für mich unter gegebenen Umständen vorteilhaft sein, 
einen Rosenstrauss für 3 Mark zu kaufen, während es keinem 
Zweifel unterliegt, dass 30000 Mark einen höheren Wert für 
mich repräsentiren würden, als 10000 Sträusse. Wir sagen uns 
leicht, dass in der vielfachen Wiederholung die Werte sich da- 
durch modificiren, dass, wenn ich einen oder einige dieser letz- 
teren verschenkt oder in meinem Zimmer aufgestellt habe, ich 
fnr die übrigen keine Verwendung finden würde. Aehnlich ist 
nun auch die vielfache Wiederholung für die subjectiven Werte 
der Chancen höchst wesentlich. Der Besitz sehr zahlreicher Aus- 
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sichten, deren jede eine bestimmte massige Wahrscheinlichkeit 
hat, und welche alle von einander unabhängig sind, repräsentirt 
eine der Gewissheit nahe kommende Aussicht auf ein annähernd 
bestimmtes Gewinn - Quantum. Der subjective Wert vieler 
Chancen und dereiner einzelnen sind daher keineswegs in der 
vorausgesetzten einfachen Weise mit einander vergleichbar. — 
Der Wert eines Ganzen würde gleich der Summe der Werte 
seiner Teile nur dann sein, wenn jeder dieser Teile in dem 
Sinne einen Marktpreis hätte, dass ohne Schwierigkeit oder Ver- 
zug beliebig viele ganz gleiche Exemplare für diesen Preis 
gekauft oder verkauft werden könnten. Dann in der That wäre 
es, ohne Rücksicht auf die Menge, stets vorteilhaft unter, 
stets unvorteilhaft über dem Marktpreise einzukaufen. Die sub- 
jectiven Werte würden jetzt wegen der vollständig freien und 
unbeschränkten Möglichkeit des Umsatzes nicht mehr in Betracht 
kommen. Wenn in diesem Sinne jede Chance eines beliebigen 
Gewinnes einen Marktpreis hätte, dann allerdings könnte es kein 
anderer sein, als der durch das Product aus Chance und Gewinn 
gegebene; jede Abweichung davon würde für den Einzelnen, ent- 
weder indem er als Spieler Chancen kaufte, oder indem er als 
Bankier ein Spiel einrichtete und die Chancen verkaufte, die Mög- 
lichkeit einer unbegrenzten Bereicherung gewähren. Thatsächlich 
aber haben die Chancen so wenig wie sonst irgend welche Dinge 
in diesem Sinne einen unbegrenzten Markt; darüber, ob ein Kauf 
oder Tausch vorteilhaft oder vernünftig ist, entscheiden also stets 
subjective Rücksichten; und unter diesen Umständen bleiben die 
Wert- Verhältnisse bei der Vervielföltigimg der Gegenstände nicht 
allgemein dieselben. Dass nun dies für den Wert der Chancen 
thatsächlich zutrifft, zeigen manche Beispiele. Wer sein Eigentum 
gegen Feuerschaden versichert, macht stets ein Geschäft, welches, 
in jener schematischen Weise beurteilt, schlecht genannt werden 
muss; gleichwol ist es, allgemeiner Ueberzeugung nach, ver- 
nünftig, dies zu thun. Gerade dieses Beispiel aber zeigt sehr 
deutlich, wie für viele Fälle sich andere Beurteilungen ergeben, 
als für den einzelnen; denn wenn Jemand, me z. B. eine 
Eisenbahn -Gesellschaft, sehr viele Häuser besitzt, so handelt 
er ebenso allgemeiner Ueberzeugung nach vernünftiger, dieselben 
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nicht zu versichern. — Nehmen wir ferner an, es habe Jemand 
ein Vermögen von 100000 Mark, von dem er lebt; wenn diesem 
ein Spiel offerirt würde, bei welchem er mit grosser Wahrschein- 
lichkeit, etwa ^ , gewärtigen müsste, seine ganze Habe zu ver- 
lieren, so würde er allgemeinem Urteil nach töricht handeln, 
wenn er darauf eingehen wollte; dabei wäre es ganz gleichgiltig, 
ob der Gewinn, der mit der Wahrscheinlichkeit yi^ zu erwarten ist, 
die der Regel nach zu fordernde Höhe von 10 Millionen Mark 
besässe oder zehn, hundert, tausend Mal so gross wäre. Be- 
stände dagegen die Möglichkeit, das Spiel in kurzer Zeit unter 
gleichen Bedingimgen etwa 100000 Mal zu wiederholen, so 
könnte dasselbe wol acceptirt werden, wenn der in Aussicht ge- 
stellte Gewinn die Höhe von 10 Millionen nur wenig überträfe. 

Die Schwierigkeiten, zu welchen eine Schätzung der Werte 
nach dem Product aus Chance und Gewinn unter Umständen 
führt, haben einen sehr geistreichen Ausdruck in dem sogenannten 
Petersburger Problem gefunden, und es mag daher diese berühmt 
gewordene cnix der Wahrscheinlichkeits-Theorie hier auch noch 
kurz besprochen werden. Der Fall ist folgender. Peter wirft 
eine Münze in die Höhe und wiederholt dies so oft, bis Kopf 
fallt, womit ein Gang des Spiels beendigt ist; er verpflichtet 
sich, dem Gegenspieler Paul zu geben: 

falls Kopf schon beim 1. Wurf Mit, 1 Dukaten, 

falls Kopf erst beim dritten , vierten , . . . . n**" Wurf fällt, 
beziehungsweise 4, 8, ... . 2""' Dukaten. 

Es fragt sich, welchen Einsatz Paul dagegen zu machen hat, 
wie hoch er die ihm von Peter gestellte Gewinn-Aussicht bezahlen 
darf. Nun ist, wie man leicht sieht, die Wahrscheinlichkeit, dass 
Kopf beim n**^" Wurfe, d. h. dass n— 1 Mal Schrift und dann 
Kopf falle == 2^. Was dem Paul offerirt wird, ist also eine un- 
endliche Reihe einzelner Gewinn-Möglichkeiten, in welcher die 
Gewinne immer grösser, die Wahrscheinlichkeiten, sie zu erhalten 
aber immer kleiner werden. Stellen wir die Reihe genauer dar, 
so besteht zunächst die Chance j, zu gewinnen den Betrag 1 ; dies 
repräsentirt der Regel nach den Wert y. Ferner besteht die 
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Chance j, zu gewinnen den Betrag 2, was wiederum den Wert 
\ ergibt; allgemein endlich ist die Chance, den Gewinn 2"-^ zu 

erhalten, = ^, wobei wieder der Wert ^ herauskommt. 

Somit entspricht jedem Gliede der unendlichen Keihe der Wert 
von einem halben Dukaten, und es wäre daher der Kegel nach jede 
auch noch so grosse Summe als Einsatz für das Spiel vernünf- 
tiger Weise zu zahlen. Die unbefangene üeberlegung ergiebt 
das Gegenteil. Man sagt sich, dass doch mit grösster Wahr- 
scheinlichkeit in einer massigen Zahl von Würfen einmal Kopf 
fallen wird ; nimmt man an, es geschähe dies erst beim sechsten 
Wurf, so würde der Gewinn doch erst 32 Dukaten betragen, 
also bei einem Einsatz von 33 oder mehr würde selbst dieser 
schon günstige Fall noch Verlust bringen. Denkt man, es fiele 
wirklich sogar 9 Mal hintereinander Schrift, was schon ein uner- 
hörter Glücksfall wäre, so würde doch Paul bei einem Einsatz 
von mehr als 512 Dukaten noch immer Schaden haben; und bei 
einem Einsatz von einigen Tausenden wäre sozusagen der Ver- 
lust mit Sicherheit vorauszusehen. Bei genauerer üeberlegung 
zeigt sich nun hier dieselbe Erscheinung in dem Verhalten der 
Werte, wie wir sie oben erörterten. In der zu Grunde gelegten 
Bestimmung der Chancen liegt kein Fehler, und wir überzeugen 
uns leicht, dass sobald wir uns in endlicher Zeit eine unbegrenzt 
häufige Wiederholung des Spiels denken, jeder endliche Einsatz 
von Seiten Pauls den Peter in Nachteil bringen würde. Das 
Charakteristische des Spiels besteht in der enormen Höhe der 
Gewinne und dem entsprechend minimalen Betrage der Chancen. 
In der Reihe der einzelnen Möglichkeiten, welche für den Verlauf 
des Spiels bestehen, vergrössern resp. verkleinern sich diese in 
geometrischer Progression, während die nach den Producten beider 
abgeschätzten Werte immer dieselben bleiben. Demgemäss 
würde, um das Spiel bei hohem Einsatz zu einem mit einiger 
Sicherheit vorteilhaften zu machen, eine Wiederholung desselben 
in einer jede Vorstellung übersteigenden Anzahl von Malen er- 
forderlich sein. Hierdurch beschränkt sich naturgemäss die Be- 
trachtung auf ein einzelnes Mal oder eine Anzahl von Malen, 
welche im Vergleich zu der eine erhebliche Sicherheit ergebenden 
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klein zu nennen ist. Wenn nun das Spiel mit jedem sehr hohen 
Einsatz als entschieden unvernünftig von Seite Pauls erscheint, 
so zeigt dies ganz einfach, dass die minimale Chance einen enormen 
Gewinn zu erhalten der Sicherheit eines massigen Besitzes nicht 
nach Maassgabe des Products aus Chance und Gewinn gleichge- 
stellt wird, und zwar um soweuiger, je kleiner die Chance des 
Gewinnes und je sicherer somit der Verlust ist. 

Da der Widerspruch des wirklich Vernünftigen und der Schät- 
zung nach jenem Product in diesem Beispiele ganz zweifellos, 
und da anderseits ebenso klar ist, dass diese Schätzung, auf eine 
hinlänglich grosse Zahl gleicher Gewinn-Aussichten angewandt, 
stets zutreffende Wert -Bestimmungen ergeben muss, so würden 
wir den allgemeinen Satz, von dem wir ausgingen, hier in einer 
ganz stricten Weise deduciren können. Denn es zeigt sich hier, 
um es ganz allgemein zu formuliren, dass wenn ü einen un- 
gewissen, S einen sicheren Besitz bedeutet, im Allgemeinen U 
und S ungleichwertig sein, gleich wol aber der gleichzeitige 
Besitz vieler U denselben Wert repräsentiren kann, als der ebenso 
vieler S. Daraus geht hervor, dass für die Werte von Gewinn- 
Aussichten die Angabe eines äquivalenten sicheren Besitzes über- 
haupt nicht in der Weise gemacht werden kann, dass diese 
Aequivalenz eine ganz allgemeine, auch für beliebige Zusammen- 
fügungen geltende wäre. Nach Gewinnung dieses Standpuuctes 
wird es keines besonderen Nachweises mehr bedürfen, dass der 
bestimmten logischen Bedeutung, welche die Wahrscheinlichkeits- 
Zahlen haben, eine ähnlich bestimmte praktische Bedeutung 
nicht an die Seite zu stellen ist; und man wird wol ohne 
Weiteres zugeben, dass für die Wahl zwischen Sicherem und 
Ungewissem, sich überhaupt keine allgemeine, unmittelbar ein- 
leuchtende und scharfe Regel aufstellen lässt. Eine weitere Ver- 
folgung oder tiefere Begründung dieser Anschauung würde hier 
nicht am Platze sein. 
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Capitel vin. 

Die Anwendung der Wahrscheinlichkeits-Eechnnng 
in der theoretischen Physik. 

1. Obwol sich schon in den bisherigen allgemeinen Aus- 
einandersetzungen öfter Gelegenheit gefunden hat, auf raandie 
besondere Anwendungen der Wahrscheinlichkeits-Rechnung Be- 
zug zu nehmen, dürfte es doch wünschenswert sein, wenigstens 
betreffs der wichtigsten Gebiete, auf welchen eine solche Anwen- 
dung versucht worden ist, die Ergebnisse unserer theoretischen 
Untersuchungen im Zusammenhange vorzuführen. Wenn hierbei 
einige Wiederholungen unvermeidlich sein werden, so muss ich 
bitten, dies mit dem Umstände zu entschuldigen, dass die Er- 
läuterung der allgemeinen Theorie durch die Heranziehung von 
Beispielen nicht wol unterlassen werden durfte, anderseits die 
verwickelten Verhältnisse mancher von diesen Gebieten eine aus- 
reichende Behandlung dort nicht finden konnten. 

Uebergehen können wir hier die Zufalls-Spiele, da wir gerade 
diese behufs Entwickelung der Theorie eingehend untersucht haben; 
dagegen sollen besprochen werden die Anwendungen der Wahr- 
scheinlichkeits-Kechnimg in der mathematischen Physik, in der 
Theorie der Beobachtungs-Fehler und in der Lehre von den 
Massenerscheinungen der menschlichen Gesellschaft; ferner die 
Anwendung zur Beurteilung therapeutischer Erfolge auf Gnind 
medicinischer Statistik, endlich die Anwendung auf richterliehe 
Entscheidungen. Hiermit werden wir zwar keineswegs die Gegen- 
stände erschöpft haben, welche man nach der Methode der Wahr- 
scheinlichkeits-Rechnung zu behandeln versucht hat; es dürfte 
indessen genügen, die Resultate bezüglich dieser wichtigsten Unter- 
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suchungs-Qebiete vorzulegen, da es auf Qrund derselben unschwer 
gelingen wird, auch jedem anderen gegenüber den richtigen Stand- 
punkt zu gewinnen. 

2. Es ist bekannt, dass gewisse Teile der Physik, nämlich 
die kinetische Theorie der Gase und derjenige Teil der mecha- 
nischen Wärme-Theorie, welcher den sogenannten zweiten Haupt- 
satz, das Carnot'sche Princip, betrifft, zu der Wahrscheinlichkeits- 
ßechnung in nächster Beziehung stehen. Eine Besprechung dieser 
Gegenstände, welche bisher in den systematischen Darstellungen 
der Wahrscheinlichkeits-ßechnung nicht behandelt zu werden 
pflegten, möchte ich hier um so weniger unterlassen, als, wie 
ich glaube, einerseits unsere theoretisch-logischen Vorstellungen 
in diesen principiell einfachsten Gebieten eine vorzügh'che nius- 
trinmg finden, anderseits auch die bezüglichen physikalischen 
Theorien durch die Berücksichtigung miserer Ergebnisse einiger- 
maassen geklärt und einer ganz befriedigenden Durchführung 
näher gebracht werden. Dabei ist es vielleicht nützlich, das 
Resultat, zu welchem ich gelange, gleich im Voraus kurz anzu- 
geben. Eine Theorie, die irgend welche regelmässig zur Be- 
obachtung kommende Erscheinungen mit Wahrscheinlichkeits- 
Betrachtungen in Verbindung bringen will, wird die Aufgabe 
haben, nachzuweisen, dass die betreffenden Erscheinungen dem 
überwiegend grössten Teile ursprünglicher Verhaltungs-Möglich- 
keiten entsprechen; sie würde dabei zugleich zeigen, dass unter 
gleichen allgemeinen Verhältnissen und bei mangelnder Detail- 
Kenntniss jene Erscheinungen stets wieder mit der grössten 
Sicherheit zu erwarten sind. Die Theorie hätte also gewisse 
ßegelmässigkeiten des Geschehens in ähnlicher Weise und in 
ähnlichem Sinne verständlich zu machen, wie etwa unsere Er- 
örterungen des 3. Capitels die ßegelmässigkeit in dem Gesammt- 
Resultate vieler Fälle bei den Zufalls - Spielen beleuchteten. 
Dabei wird sie sich dieser letzteren Untersuchung gegenüber 
insofern im Vorteil befinden, als sie nicht bloss eine summarische, 
sondern eine detaillirt deductive Behandlung des Gegenstandes 
versuchen kann; insofern aber im Nachteil, als sie von mehr 
oder weniger hypothetischen Voraussetzungen ausgehen muss, 
und also eine Erklärung der Erscheinungen auch nur in dem 

TOD Kries, Wahrscheinlichkeits-Bechnnng. -^^ 
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Sinne einer Zurückführung auf wol verständliche Annahmen ge- 
lingen kann ^). Der Schwerpunkt der physikalischen Theorie fallt 
demgemäss in die Äechnung, welche die Grössen-Verhältnisse 
ursprünglicher Verhaltungs-Spielräume zu untersuchen hat. Wie- 
wol nun dieser Begriff und namentlich das fundamental wich- 
tige Kriterium der Ursprünglichkeit in der bisherigen Theorie 
sich nicht deutlich bezeichnet finden, so zeigt sich doch, dass 
namentlich die von Boltzmann wiederholt gegebenen mathe- 
matischen Untersuchungen gar nichts Anderes enthalten, als 
einen Teil (und zwar den wichtigsten) eben dieser zufolge der lo- 
gischen Theorie zu fordernden Nachweise. Doch müssen jene Unter- 
suchungen in einem Sinne interpretirt werden, welcher wenigstens 
von dem Wortlaut der Darstellung etwas abweicht; ob und wie 
weit er mit der eigentlichen Meinung der Autoren zusammentrifft 
oder ihr zuwiderläuft, darüber kann ich mir, wie ich ausdrücklich 
hervorheben möchte, kein Urteil anmaassen; mir erscheint das 
Erstere um so mehr denkbar, als, wie ich glaube, auch hier der 
schon früher erwähnte Fall vorliegt, dass bei dem Mangel einer 
genügenden Theorie der Wahrscheinlichkeit für das objective Ver- 
halten, welches ausgedrückt werden soll, eine ganz adäquate Be- 
zeichnung nicht gefunden werden konnte. Ausserdem sind jene 
Nachweise noch nicht ganz vollständig, und es kann somit die 
Theorie noch nicht als abgeschlossen gelten; diese Ansicht ent- 
spricht genau einem auch von Boltzmann mehrfach ausdrücklich 
statuirten Desiderat; doch werden wir auch dieses etwas abweichend 
zu formuliren haben. Im Ganzen geht schliesslich aus unserer 
Prüfung hervor, dass man, in der Regel wenigstens, auf diesem 
Gebiete sich an die von uns aufgestellten Normen für die Anwen- 
dung der Wahrscheinlichkeits-Rechnung genau und streng gehalten 
hat, allerdings ohne eine hinlänglich scharfe Formulirung derselben. 
Diese Thatsache ist wöl sehr begreiflich ; denn wenn man bezüglich 
eines Gegenstandes, wie des vorliegenden, anfangen wollte, mit 
irgend welchen willkürlichen WahrscheinUchkeits - Ansätzen zu 
operiren, so würde man alsbald zu Resultaten kommen, deren 
Wertlosigkeit auf den ersten Blick zu erkennen wäre. Denken 



1) Vergl. über den Sinn dieser Erklärungen Cap. VII Nr. 3. 
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wir uns z. B. das Problem der kinetischen Gas-Theorie dahin ab- 
geändert, dass den Molekülen in endliche Entfernung wirkende 
abstossende Kräfte zuzuschreiben wären, so würde es ein nicht 
hinlänglich begründeter und ganz verkehrter Wahrscheinlichkeits- 
Ansatz sein, wenn wir sagen wollten, es sei für jedes Molekül 
das Enthaltensein in beliebigen gleichen Volum-Elementen des 
ganzen einschliessenden Raumes gleich wahrscheinlich. Es kann so- 
mit hier kaum übersehen werden, dass jeder Wahrscheinlichkeits- 
Ansatz einer besonderen Begründung, und zwar unter Bezug- 
nahme auf die supponirten Wirkungs-Gesetze, bedarf; es lässt 
sich aber wol denken, dass eine solche, von welchem Gesichts- 
punkte aus sie auch unternommen werden mag, mit derjenigen, 
welche wir principiell erforderlich fanden, sich nahezu wird decken 
müssen. 

3. Die Veranlassung, gewisse Erscheinungen trotz der ganz 
ausnahmslosen Eegelmässigkeit, die sie im bisherigen Erfahrungs- 
Kreise aufweisen, mit Wahrscheinlichkeits-Betrachtungen in Ver- 
bindung zu bringen, liegt hier wie anderwärts darin, dass eine 
Notwendigkeit derselben undenkbar erscheint. Doch muss her- 
vorgehoben werden, dass diese ündenkbarkeit und somit der 
Zwang, die betreffenden Sätze als Wahrscheinlichkeits-Sätze auf- 
zufassen, nur unter Zugrundelegung gewisser allgemeiner An- 
nahmen besteht, welchen man einen hohen Grad innerer Wahr- 
scheinlichkeit zuzuschreiben geneigt ist. Diese bestehn erstlich 
darin, dass man sich alle Körper aus einzelnen materiellen 
Teilchen zusammengesetzt denkt, und dass insbesondere für 
die Gase diejenige Vorstellung adoptirt wird, welche man kurz 
als die kinetische Theorie zu bezeichnen pflegt; zweitens aber 
darin, dass die Kraftwirkungen, welche die materiellen Teilchen 
in jedem Augenblick auf einander ausüben, stets nur von ihrer 
jeweiligen Lage abhängen sollen, aber nicht von der Geschwin- 
digkeit oder Richtung ihrer augenblicklichen Bewegung, dass also 
die Kräfte als Funktionen nur der den Ort sämmtlicher Teilchen 
bestimmenden Coordinaten anzusehen sind, nicht aber auch der 
nach der Zeit genommenen Differenzial-Quotienten dieser Coor- 
dinaten^). Unter dieser Voraussetzung, über deren innere Wahr- 

1) Uebrigens lässt sich zeigen, dass die modernen Versuche, eine Theorie 

13* 
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scheinlichkeit man übrigens streiten kann, ergibt sich nun leicht 
die Nicht-Notwendigkeit gewisser völlig regelmässig zu beob- 
achtender Zusammenhänge des Geschehens. — Wenn wir ein Gas 
in einem durch feste Wände begrenzten Baume sich selbst über- 
lassen ^), so beobachten wir stets, dass nach Verlauf einer gewissen 
Zeit dasselbe den ganzen Baum gleichmässig erfüllt, d. h. überall 
in der Volumen-Einheit gleiche Quanta desselben enthalten sind; 
femer, dass überall gleicher Druck und gleiche Temperatur Statt 
findet. Wenn wir nun ein Gas uns so constituirt denken, dass 
eine, bei den uns wahrnehmbaren Mengen stets ungeheuer grosse 
Zahl einzelner Moleküle in lebhafter Bewegung begrüfen unter 
einander und mit den Wänden des einschliessenden Gefilsses zu- 
sammenprallen, so würden jene Erfahrungs-Thatsachen dahin an- 
zugeben sein, dass in einem längere Zeit sich selbst überlassenen 
Gase überall in gleichenBaumteilenmitgrösster Annäherung gleiche 
Zahlen von Molekülen mit gleicher durchschnittlicher lebendiger 
Kraft enthalten sind. In scheinbarem Widerspruch zu der voll- 
kommenen Begelmässigkeit, mit der dies eintritt, lässt sich nun 
zeigen, dass unter den oben erwähnten Voraussetzungen in dem 
sich selbst überlassenen Gase far irgend einen Zeitpunct jede 
beliebige Verteilung von Molekülen im Baum und jede beliebige 
Verteilung der gesammten vorhandenen lebendigen Kraft, also die 
allerverschiedensten Anordnungen bezüglich Grösse und Bichtung 
der Geschwindigkeiten möglich sind; keine derselben ist durch 
die Bedingung, dass das Gas längere Zeit ohne äussere Einwir- 
kung verharrt habe, ausgeschlossen. Der Nachweis hierfür ist 



der Materie lediglich auf Contactkräfte, und statt der Atomistik auf die 
Annahme von Bewegungs- Vorgangen in einer den Baum stetig erf&Uenden 
reibungslosen Flüssigkeit zu basiren, zu denselben Folgerungen fahren. 

1) Ich bemerke gleich hier, dass diese Voraussetzung streng genommen 
eine Fiction enthält; wir können das Gas nicht „sich selbst überlassen", 
d. h. von jeder äusseren Einwirkung abschneiden. Der reale Fall ist viel- 
mehr der, dass die einschliessenden Körper sich mit ihm im Wärme-Gleich- 
gewicht befinden. Es ist indessen zweckmässig, an jener Fiction einstweilen 
festzuhalten, und uns das Gas in eine adiabatische, die Moleküle ohne Eraffc- 
Verlust reflectirendc Hülle eingeschlossen zu denken, da die Theorie dieses 
idealen Falles für sich behandelt werden muss. 
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ganz ausserordentlich einfach. Denken wir uns, es seien mit 
a b c d . . . . n eine Eeihe solcher Zustände des Gases bezeichnet, 
wie sie den Wirkungs-Gesetzen zufolge auseinander sich entwickeln, 
so dass also a in b, dies in c u. s. w. notwendig überginge. 
Wir können nun aus jedem dieser Zustände einen andern, den 
»entgegengesetzten** wie man kurz sagen darf, dadurch gemacht 
denken, dass den sämmtlichen Geschwindigkeiten entgegenge- 
setzte Richtimg erteilt würde, während alles Andere, die Orte aller 
Teilchen und die Grössen aller Geschwindigkeiten, unverändert 
bliebe. Die so erhaltene neue Eeihe von Zuständen, sie heisse 
a ß Y 8 . . . V, stellt alsdann, unter der oben erwähnten Voraus- 
setzung bezüglich der Kräfte, wiederum eine den Wirkimgs-Ge- 
setzen entsprechende Entwickelung dar, jedoch in umgekehrter 
Richtung ; es würde v in [t, (jl in X . . . , S in 7, dies in ß, dies 
in a übergehen. Nun ist klar, dass in dem sich selbst über- 
lassenen Gase jeder beliebige Zustand im Verlaufe einer gewissen 
Zeit in irgend einen anderen übergehen muss; zufolge der eben 
aufgestellten Beziehung existirt somit auch für jeden beliebigen 
in einem bestimmten Augenblick Statt findenden Zustand ein 
bestimmter anderer, welcher die Eigenschaft hätte, im Laufe einer 
gewissen Zeit in jenen überzugehen. Fragen wir, welcher Zu- 
stand zur Zeit to Statt gefanden haben müsse, um für die spä- 
tere Zeit tj den Zustand a zu ergeben, so werden wir uns den 
Zustand a umgekehrt denken; diese ümkehrung, a, geht im 
Verlaufe eines Zeitraums, der = ti— to ist, in einen Zustand n über, 
und die Umkehrung dieses Zustandes, v, wird der verlangte sein. 
Hieraus geht hervor, dass die Realisinmg jedes beliebigen Zu- 
standes zu irgend einer Zeit dadurch bewirkt werden könnte, 
dass der Zustand des Gases in dem Augenblick, in dem man es 
sich selbst überlässt, ein ganz bestimmter wäre. Es ist also die 
Verwirklichung bestimmter Zustände durch eine längere (wie man 
leicht sieht, selbst eine unendlich lange) Abschliessung von äus- 
serer Einwirkung nicht mit Notwendigkeit bedingt. 

Man wird also darauf angewiesen sein, anzunehmen, dass 
nur ganz besondere Anfangs-Zustände für einen späteren Zeit- 
punkt eine ungleiche Verteilung von Massen, eine Ungleichmäs- 
sigkeit des Drucks und der Temperatur herbeiführen könnten, und 
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dass der überwiegend grösste Spielraum derselben die stets zu 
beobachtenden Erscheinungen ergiebt. 

In ganz ähnlicher Weise können wir nun, wiederum unter 
den vorhin erwähnten Voraussetzungen, den Nachweis liefern, 
dass auch der zweite Hauptsatz der mechanischen Wärme-Theorie*) 
als ein Wahrscheinlichkeits-Satz aufzufassen ist. Ich verweise in 
dieser Hinsicht auf die Auseinandersetzung, welche Boltzmann 
auf Veranlassung einer Arbeit von Loschmidt gegeben hat^). 

Betrachtungen dieser Art zeigen, dass wir in der That Ver- 
anlassung haben, gewisse Zusammenhänge von Erscheinungen 
trotz der Kegelmässigkeit, welche sie darbieten, nicht für not- 
wendige zu halten. Da nun gerade diesen Gegenständen gegen- 
über die uns erreichbare Kenntnis thatsächlichen Verhaltens stets 
nur eine ganz allgemeine ist, die Details der Anordnung und Bewe- 
gung der Moleküle ebensowol bei Gasen als auch überall, wo 
es sich um einen Wärme- Austausch zwischen verschiedenen Kör- 
pern handelt, unserer Wahrnehmung gänzlich entzogen sind, so 
werden nun hier in der That die Wahrscheinlichkeits-Betrach- 
tungen vollkommen an ihrem Platze sein. 

4. In der kinetischen Gas-Theorie haben alle Physiker und 
auch speciell Boltzmann der Untersuchung eine ganz be- 
sondere Kichtung gegeben. Sie suchen nämlich nicht vorzugs- 
weise die vorhin erwähnten Erscheinungen, die Ausgleichung von 
Druck und Temperatur, aus Wahrscheinlichkeits-Bestimmungen 
begreiflich zu machen, da ihnen hier, abgesehen von einigen ganz 
allgemeinen Betrachtungen eine speciellere Begründung nicht 



1) Für den mit diesen Gebieten nicht Vertrauten glaube ich den 
Inhalt dieses Satzes am ehesten verständlich zu machen , wenn ich er- 
wähne, dass spezielle Folgerungen desselben z. B. sind, dass bei Berührung 
eines wärmeren und eines kälteren Körpers stets die Wärme von jenem zu 
diesem, niemals aber umgekehrt übergeht, niemals also der wärmere noch 
wärmer, der kältere noch kälter wird; femer, dass nicht unbegrenzt die 
ungeordnete, als Wärme vorhandene, lebendige Kraft in die geordnete einer 
fortschreitenden oder drehenden Bewegung von Körpern endlicher Dimension 
umgewandelt werden kann u. dergl. 

2) Boltzmann, Bemerkungen über einige Probleme der mechanischen 
Wärme-Theorie. Wiener Sitzungs-Bericht Math. Physik. Gasse. Bd. 75 II. 
1877. S. 67. 
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erforderlich scheint. Vielmehr gehen sie darauf aus, etwas em- 
pirisch nicht unmittelbar zu Controlirendes zu ermitteln, das 
nämlich, was man die Geschwindigkeits-Verteilung in einem 
ruhenden Gase nennt. Es besitzen, wie selbstverständlich, die 
verschiedenen Moleküle verschiedene Geschwindigkeiten; denken 
wir uns angegeben, für wie viele in einem gewissen Augenblick 
die Geschwindigkeit zwischen und 8,' zwischen 8 und 2 8, 2 8 
und 3 8 etc. liegt, wo 8 einen kleinen Geschwindigkeits-Wert 
bezeichnet, so wäre dieses eine Angabe der zur Zeit Statt findenden 
Geschwindigkeits-Verteilung. Nach einem zuerst von Max- 
well aufgestellten Satze, dessen grosse Wichtigkeit hier nicht 
erörtert zu werden braucht, wird nun ebenso wie eine gleich- 
massige Verteilung der Masse im Räume und eine Ausgleichung 
von Druck und Temperatur, so auch eine ganz bestimmte Ge- 
schwindigkeits-Verteilung in einem sich selbst überlassenen Gase 
in einiger Zeit erreicht ; und zwar ist dies eine solche, dass die Zahl 
der Moleküle, deren Geschwindigkeit zwischen c und c + d c liegt, 
proportional ist dem Werte c^ e ^ ^^^'dc, wo e die Basis der 
natürlichen Logarithmen, h ein durch die gesammte in dem Gase ent- 
haltene lebendige Kraft und die Zahl der Moleküle (oder die mittlere 
lebendige Kraft aller Moleküle) bestimmter constanter Wert ist. 
Der Beweis dieses Verteilungs-Gesetzes ist die Haupt-Aufgabe 
einer grösseren Zahl von Arbeiten, und der Inhalt dieser ist es, 
mit dem wir uns hier beschäftigen wollen, da die Bemerkungen, 
welche bezüglich der Ausgleichung von Temperatur und Druck 
zu machen sind, sich an dieselben Aufstellungen anknüpfen, welche 
auch für jenen Beweis als Ausgangspunkt dienen. 

Indem wir daran gehen, den Inhalt der physikalischen Theorie 
zu untersuchen, beginnen wir zweckmässig mit der Eliminirung 
eines Widerspruchs, in welchem diese zu den Ergebnissen unserer 
logischen Erörterungen zu stehen scheint. Wir haben den 
Satz aufgestellt, dass die Wahrscheinlichkeit irgend eines Ver- 
haltens notwendig identisch ist mit der Wahrscheinlichkeit der- 
jenigen Vorbedingungen, welche geeignet sind, dasselbe zu ver- 
wirklichen. (S. 34.) Es ergab sich hieraus, dass Spielräume, um 
fär die Wahrscheinlichkeit bestimmend zu sein, ursprüngliche 
sein müssen. 
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Wir können dies auch so ausdrücken, dass wir sagen: die 
Wahrscheinlichkeit mit der wir das gegenwärtige Bestehen eines 
gewissen Verhaltens X annehmen, muss stets gleich sein derje- 
nigen Wahrscheinlichkeit, mit welcher wir irgend ein späteres 
Verhalten erwarten, für dessen Realisirung das gegenwärtige Statt- 
finden von X die erforderliche und hinreichende Bedingung ist. 
Diese Aufstellungen, welche die unmittelbar evidenten Grundlagen 
für jede Logik des Wahrscheinlichen sind, scheinen nun in 
directem Widerspruch mit dem in der physikalischen Theorie 
geläufigen Satze zu stehen, dass regelmässig der weniger wahr- 
scheinliche in einen wahrscheinlicheren Zustand übergehe. Dieser 
Widerspruch löst sich indessen leicht, wenn wir genauer zusehen, 
was mit dem letzteren Satze eigentlich gemeint ist. Halten wir 
uns zunächst an ein bestimmtes Beispiel ; es sei ein abgeschlos- 
s^er Raum mit einem bestimmten Gase erfüllt, und zwar derart, 
dass die eine Hälfte mehr oder stärker bewegte Moleküle ent- 
hält als die andere. Wenn man nun zu zeigen versucht, dass 
diese Unterschiede sich im Laufe der Zeit ausgleichen, so geht 
man dabei stets so zu Werke, dass bezüglich der Verteilung der 
Moleküle und ihrer Geschwindigkeit innerhalb jeder Hälfte, somit 
auch der Zusammenstösse und Zustands- Veränderungen, Wahr- 
scheinlichkeits-Betrachtungen angestellt werden. Mit Eüdksicht 
auf das, was als das Wahrscheinlichste anzusehen ist, ergiebt 
sich dann die Annäherung an den Zustand gleichmässiger Ver- 
teilung. Streng genommen liegt also die Sache so, dass inner- 
halb derjenigen Unbestimmtheit, welche auch bezüglich des im An- 
fang vorhandenen Zustandes supponirt wird, solche Anordnungen 
die grösste Wahrscheinlichkeit besitzen, welche so beschaffen 
sind, dass sie in eine gleichmässige Verteilung übergehen. Wenn 
nun der Physiker das als den üebergang eines „unwahrscheinlichen" 
in einen »wahrscheinlicheren" Zustand bezeichnet, so ist klar, dass 
er hier nicht die bei irgend einem Wissens- Zustande berechtigte 
Erwartung im Auge hat, sondern das Wort , wahrscheinlich" 
in einem ganz anderen, und zwar absoluten Sinne nimmt. Dieser 
letztere ist auch leicht anzugeben: es ist nämlich diejenige 
Wahrscheinlichkeit gemeint, welche bestehen würde bei völliger 
Unkenntniss bezüglich der Verteilung des Gases; oder es ist. 
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was auf dasselbe herauskommt, als der wahrscheinlichste Zustand 
derjenige bezeichnet, welcher der grössten Menge überhaupt 
möglicher ursprünglicher Verhaltungsweisen entsprechen würde. 
Es ist nun jedenfalls picht sehr zweckmässig, schlechtweg von 
dem „wahrscheinlichsten Zustand** eines in einen Kaum einge- 
schlossenen Gases zu sprechen, da hierbei die wesentliche Voraus- 
setzung nicht bezeichnet wird, unter welcher erst der dem gewöhn- 
lichen Sprachgebrauche nach mit diesem Ausdruck zu verbindende 
Sinn der gewünschte wird. Ich werde daher im Folgenden einen 
Zustand, welcher innerhalb gewisser allgemeiner Bestimmungen 
in diesem besonderen Sinne der wahrscheinlichste ist, als den 
für dieselben geltenden Normal-Zustand bezeichnen. — Es 
wäre also vorausgesetzt, dass für ein in eine adiabatische Hülle 
eingeschlossenes Gas die gleichmässige Verteilung von Masse, 
Temperatur und Druck der Normal-Zustand ist; ebenso wäre 
die Temperatur-Gleichheit als der Normal-Zustand zweier sich be- 
rührender Körper betrachtet. Der obige Satz wäre nunmehr dahin 
auszusprechen, dass auch bei einer beliebig genaueren Kenntniss 
bezüglich des Verhaltens eines Gases, sofern dieselbe überhaupt 
noch eine unbestimmte, nicht völlig genaue und detaillirte ist, 
immer diejenigen Anordnungen die wahrscheinlichsten sind, welche 
in einen Normal-Zustand übergehen '). Hierbei ist dann nur noch 
zu bemerken, dass der Normal-Zustand, oder was die Physiker den 
wahrscheinlichsten Zustand nennen, selbstverständlich nicht ein ganz 
bestimmter Zustand ist, sondern vielmehr der Inbegriff gerade 
ganz ausserordentlich vieler verschiedener Zustände. -— Der Satz, 
zu dem wir so gelangt sind, weicht nun von dem in der phy- 



1) Berücksichtigt man^ dass der Normal-Zustand innerhalb gewisser 
allgemeiner Verhältnisse derjenige ist, welcher hei völligem Mangel aller 
genaueren Kenntniss am wahrscheinlichsten ist, uud dass ein solcher 
Mangel üactisch immer Statt findet mit Bezug auf solche Bestimmungen, 
welche äusserst kleine Teile betreffen, so lässt sich die sichere Erwartung 
der allgemeinen und beständigen Annäherung an den Normal-Zustand kurz 
dahin aussprechen, dass überall in endlichen Dimensionen das Eintreten der 
jenigen Yerhaltungsweise zu erwarten ist, welche wir mit Bezog auf gegen- 
wärtige Zustände innerhalb kleinster Teilchen annehmen. Dieser Satz stellt 
in der That das Endergehniss aller Wahrscheinlichkeits-Üntersuchungen in 
der Molekular-Physik dar. 
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sikalischen Theorie gebräuchlichen, ans welchem wir ihn durch 
etwas veränderte Formulirung gewannen, inamer noch in sofern 
ab, als er den üebergang eines nicht normalen in einen normalen 
Zustand nur als das unter allen Umständen wahrscheinlichste 
Verhalten, aber nicht als notwendig hinstellt, ein Punkt, auf 
den sofort ausführlicher wird einzugehen sein. 

Die Principal-Forderung, an welcher wir somit, ohne uns 
mit den Sätzen der Physik in Widerspruch zu bringen, fest- 
halten können, ist nun leicht mathematisch zu formuliren und 
ergiebt die wesentlichste Bedingung, welcher jeder Wahrschein- 
lichkeits-Ansatz Genüge leisten muss. Bezeichnen wir mit rj 
rj rg . . . . die sämmtlichen Elemente, welche den augenblick- 
lichen Zustand des Gases bestimmen, also die Coordinaten und 
die Geschwindigkeits-Componenten aller Teilchen, so wäre die 
Wahrscheinlichkeit, dass das Gas sich zur Zeit t in einem durch 
die Werte Tj r^ rg . . . . mit den Spielräumen Ari Ar^ Arg . . . . 
bestimmten Zustande ^) befinde, auszudrücken durch eine Funktion 

f (n ra rs .... An Ar» Ars . . . . t). 

Diese Funktion muss nun die Eigenschaft haben, dass -jr , der 
totale Differenzial-Quotient derselben nach der Zeit, welcher = 

^dn^,_öf^dr8 ....i _^I_ . dAri df ^ dAra , , . , . 

dxi ' dt '^ dT2 ' dt ~^ "^ öAn * dt "^ ^Ar« ' dt "^ ' 

+ -^T ist, verschwindet, wenn in ihm für 

ot 

dn drt dAn dAr« 

"dT' "dir * ' * ' dt ' dt * ' ' * 
diejenigen Werte gesetzt werden, welche sich den Wirkungs- 
Gesetzen entsprechend aus dem Zustande des Systems ergeben. 
5. Nach diesen Vorbemerkungen wollen wir nun den Unter- 
suchungen über den Normal-Zustand eines Gases uns zuwenden, 
wie wir sie bei Boltzmann finden. Eichten wir unsere Aufmerk- 
samkeit zunächst darauf, was als Ziel' dieser Untersuchungen 
angegeben wird, so ist dies im Allgemeinen der Beweis, dass 
ein gewisser Zustand, nämlich der durch den oben erwähnten 



1) Ich nenne einen Zustand bestimmt „durch den Wert n mit dem 
Spielraum An", wenn der betreffende Wert zwischen n und n -|~ ^ri 
gelegen ist. 
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Maxweirschen Satz charakterisirte, ein »möglicher" sei; dieser 
Ausdruck wird aber dann weiter dahin interpretirt, dass ein 
solcher Zustand, wenn er einmal vorhanden ist, weder durch die 
Zusammenstösse der Moleküle, noch durch ihre Fortbewegungen 
verändert wird^). Es ist also mit der »möglichen" Verteilungs- 
weise immer eine auf die Dauer mögliche, eine stabile gemeint. 
Nun kann es aber keinem Zweifel unterliegen, dass dies nicht 
in dem Sinne aufgefasst werden darf, als ob eine Veränderung 
des betreffenden Zustandes, d. h. ein üebergang in einen anderen, 
welcher dem MaxwelFschen Satze nicht entspricht, unmöglich 
wäre, Es ist vielmehr ganz unwidersprechlich, dass ebensowol 
wie abweichende Zustände in den Normal-Zustand, so auch eine 
als Normal-Zustand zu bezeichnende Verteilung in abweichende 
übergehen kann. Dies erhellt schon aus den vorhin erwähnten 
Verhältnissen der Umkehnmg, wenn man noch hinzufügt, dass 
wenn ein Zustand den Bedingimgen des Normal-Zustandes ent- 
spricht, allemal auch der ihm »entgegengesetzte* dies thut. 
Wenn also in der mathematischen Entwickelung der Schein ent- 
steht, als ob, sobald einmal ein Normal-Zustand bestehe, das 
Eintreten eines anderen unmöglich sei, so ist es ganz sicher, 
dass irgend ein missverständlicher Ausdruck eine Täuschung her- 
beigeführt hat. 

Mir scheint nun eine derartige Ungenauigkeit des Ausdrucks 
wirklich an einer ganz bestimmten Stelle der Untersuchungen 
immer vorzuliegen. Die Kennzeichnung eines Zustandes geschieht 
näailich in der Weise, dass die Zahl derjenigen Moleküle an- 
gegeben wird, für welche die Coordinaten und Geschwindigkeits- 
Componenten gewisse Werte (Xi x, Xg . . . ., u^ Uj Us . . . .) mit sehr 
kleinen Spielräumen (dxj dxj dxg . . . ., du, dUj dug . . . .) be- 
sitzen. Denken wir uns diese Zahl gegeben durch eine Funktion 

f (xi X8 X8 . . . . lu US US . . . .) dxi. dxi. dxs .... dui. dut. dus .... 
SO wird nun die Stabilität des Zustandes offenbar durch die Be- 



1) So z. B. Wiener Sitzungsberichte etc. Bd. 63 II S. 400: „ein Wert 
der Funktion f, der durch die Zusammenstösse der Moleküle nicht weiter 
verändert wird, und daher mindestens eine mögliche Verteilungs weise der 
Zustände unter den Molekülen darstellt;" ebenso Bd. 78 II S. 41 und an 
Tiden anderen Stellen. 
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dingung gegeben sein, dass dieser Wert constant bleibt, wenn 
die einzeben Coordinaten und Geschwindigkeiten sich in der den 
Wirkungs- Gesetzen entsprechenden Weise verändern. Sind 
a und b zwei Zustände, welche durch verschiedene Werte 
der X und u, sowie ihrer Spielräume charakterisirt wären, 
so würde die Stabilität in der Weise zu denken sein, dass 
jederzeit ebenso viele Moleküle aus dem Zustand a in den Zu- 
stand b übergehen, wie umgekehrt. Wenn wir nun die für 
die Funktion f gegebene Erklärung ganz wörtlich nehmen, so 
ist ersichtlich, dass es eine dieser Anforderung entsprechende 
Bestimmung derselben gar nicht geben kann; denn thatsächlich 
rückt ja keineswegs, sobald ein Molekül einen Ort verlässt, ein 
anderes an seine Stelle; eine Funktion also, welche, wie jene, 
den Zustand des Gases ganz genau charakterisirt, kann sich nie- 
mals constant erhalten. In der That nun würde die in diesem 
Sinne genommene Funktion eine unstetige sein; sie würde für 
bestimmte Coordinaten und Geschwindigkeiten immer entweder den 
Wert 1 oder haben, indem entweder ein Molekül sich in 
diesem Zustande befindet oder nicht. Sobald wir die Funktion f 
dem Wortlaute ihrer Erkläning nach als eine derart unstetige 
betrachten, wird es selbstverständlich unmöglich, sie so zu be- 
stimmen, dass sie der Anforderung der Constanz Genüge leistet. 
Der Nachweis, dass eine gewisse Form der Funktion f diese 
Eigenschaft besitze, wird nun thatsächlich auch geliefert, indem 
dieselbe als eine stetige behandelt wird; da dies aber mit der ihr zu- 
geschriebenen Bedeutung in Widerspruch steht, so ist es not- 
wendig, diese einigermaassen zu modificiren. Dies hat nun 
offenbar in der Weise zu geschehen, dass wir die Funktion f 
auffassen als das Product aus der Gesammt-Zahl aller Moleküle 
in die Wahrscheinlichkeit, mit welcher wir bezüglich jedes ein- 
zelnen Moleküls annehmen dürfen, dass sich sein Zustand inner- 
halb des durch die Coordinaten Xj Xj . . . ., die Geschwindigkeiten 
Uj Uj Ua . . . . und deren Differenziale dx, dx, dxa . . . . duj du, 
dug . . . . bestimmten Spielraums befinde. Es ist nämlich sofort 
ersichtlich, dass die substituirte Bedeutung bei sehr grossen 
Molekül-Zahlen und für solche Spielräume, welche endliche Teile 
des ganzen einschliessenden Baumes und endliche Geschwindig- 
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keits-Bereiche umfassen, mit der ursprünglichen nahezu zusammen- 
föllt. Denn wenn für jedes einzelne einer sehr grossen Zahl N 

von Molekülen mit der Warscheinlichkeit -=rf anzunehmen ist, 

dass sein Zustand sich innerhalb eines gewissen Spielraums be- 
finde, so ist dem Gesetze der grossen Zahlen gemäss mit grösster 
Wahrscheinlichkeit zu erwarten, dass die Zahl der Moleküle, für 
welche dies wirklich zutrifft, sehr annähernd = f sei. Diese 
Zahl wäre also gegeben durch das über einen solchen Spielraum 
erstreckte Integral der Wahrscheinlichkeits-Funktion f ^). Weiter 
aber ist leicht einzusehen, dass bei dieser Auffassung der Funktion f 
die Auffindung einer Form derselben, welche der Bedingung 
des Constantbleibens Genüge leistet, eine präcise angebbare und 
sehr wichtige Bedeutung erhält. Gefunden wird nämlich nun 
eine Wahrscheinlichkeits-Ansetzung, welche der oben formu- 
lirten Prinzipal -Forderung Genüge leistet, nämlich den mit 
einander notwendig verknüpften früheren und späteren Ver- 



1) Die for die einzehien Moleküle anzusetzenden Wahrscheinlichkeiten 
würden nur insoweit nicht von einander unabhängig sein, als der Ort jedes 
einzelnen ein ausserordentlich kleines Volum-Element als Ort irgend eines 
anderen unmöglich machte. Dies würde das hier aufgestellte Ergebniss 
unter der hinsichtlich der Grösse des Spielraums gemachten Voraus- 
setzung nicht tangiren. Wichtiger ist, dass diese Unabhängigkeit der 
Zustände aller einzelnen Moleküle auch mit Eücksicht auf die Constanz 
der gesammten vorhandenen lebendigen Kraft nicht Statt findet. Dieser 
Umstand bringt es mit sich, dass die Darstellung für die Wahrscheinlichkeit 
irgend eines Zustandes, welche wir erhalten, indem für jedes Molekül die 
Wahrscheinlichkeit f angesetzt und diese Wahrscheinlichkeiten alle als un- 
abhängig behandelt werden, in der That keine strenge ist; sie könnte als 
solche höchstens für den Fall unendlich vieler Moleküle gelten. Es ist in- 
dessen leicht zu sehen, dass gerade der für eine endliche Zahl von Mole- 
külen unter Berücksichtigung der Constanz der Energie geltende Wahr- 
scheinlichkeits-Ansatz, wie ihn Boltzmann z. B. in dem zweiten Teil der 
in den Wiener Sitzungs-Berichten Bd. 58 enthaltenen Arheit gieht, ehen- 
falls in einer Weise abgeleitet wird, welche die hier gegebene Inter- 
pretation erfordert. Derselbe giebt bekanntlich, sobald die Zahl der 
Moleküle sehr gross ist, Resultate, welche nicht erheblich von denjenigen 
abweichen, die man bei Vernachlässigung jener Abhängigkeit erhält. Aus 
diesem Grunde habe ich geglaubt, mich auf die obigen, sehr viel einfacheren 
Formeln beschränken zu dürfen. 
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haltungsweisen gleiche Wahrscheinlichkeit zuschreibt. Da die 
Wahrscheinlichkeiten hier nach Spielräumen bemessen sind, so 
kann dies auch dahin ausgedrückt werden, dass eine Grössen- 
Bestimmung von Spielräumen gefunden wird, welche die Eigen- 
schaft hat, ursprüngliche Grössen-Beziehungen zu liefern. Wir 
gewinnen also eine Wahrscheinlichkeits-Ansetzung, welche mit 
Rücksicht auf die den Molekülen zugeschriebenen Wirkungs-Gesetze 
zulässig ist. Ausserdem ist wichtig, dass dieselbe von der 
Zeit unabhängig ist, also für jeden beliebigen Zeitpunkt einer 
unbegrenzten Dauer in Anwendung gebracht werden darf. Wir 
dürften somit ihr zufolge für jeden solchen Zeitpunkt gewisse 
Eigentümlichkeiten des Verhaltens mit grösster Wahrscheinlichkeit 
erwarten. Diese sind aus der für die Funktion f sich ergebenden 
Form sofort zu entnehmen, und bestehen einerseits, da dieselbe 
von den Coordinaten unabhängig ist, in der gleichmässigen Ver- 
teilung von Masse und lebendiger Kraft, anderseits, entsprechend 
der in ihr auftretenden Funktion der Geschwindigkeit, in der 
M a X w e 1 r sehen Geschwindigkeits- Verteilung . 

Die Bedingung, dass die Funktion f sich constant erhalte, 
führt in bekannter Weise zur Ermittelung derselben; es genügt 
allgemein, sie so zu bestimmen, dass die Wahrscheinlichkeit für 
eine gewisse Verhaltungsweise zweier Moleküle sich nicht ver- 
ändert, wenn dieselbe im Modus eines Zusammenstosses in eine 
andere übergeht. Die Auffassung dieser Bestimmung in dem 
hier substituirten Sinne hat nicht die mindeste Schwierigkeit. 
Halten wir uns z. B. an die elementarste und einfachste Dar- 
stellung der Sache, wie sie Boltzmann im 58. Bande der Wiener 
Sitzungsberichte gegeben hat, so kann man die ganze Betrachtung 
des Zusammenstosses zweier Moleküle adoptiren, und die zu er- 
füllende Bedingung dahin formuliren, dass dem nach dem Zu- 
sammenstosse Statt findenden Zustand die gleiche Wahrscheinlichkeit 
wie dem vor dem Zusammenstosse zukommt. So läuft es in der That 
nur auf einen verschiedenen Ausdruck hinaus, wenn wir fordern, dass 
Wahrscheinlichkeiten oder Spielraums-Grössen, Boltzmann da- 
gegen, dass Molekülzahlen constant bleiben. Die mathematischen 
Ergebnisse sind genau dieselben ^). Die Sache liegt ganz ebenso 

1) Man kann die Bedeutung dieser Rechnung in folgender Weise 
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auch für den Fall, der im zweiten Teil derselben Abhandlung 
dargestellt ist und die Abhängigkeit in Kücksicht zieht, welche 
durch die constante Gesammt-Energie in einer endlichen Zahl 
von Molekülen herbeigeführt wird. 

6. Die Theorie ist hiermit natürlich noch nicht abgeschlossen. 
Es ist ein Wahrscheinlichkeits-Ansatz gefunden und seine Zu- 



anschaulicher machen. Wenn ein materieller Punkt sich mit gleich- 
förmiger Geschwindigkeit geradlinig fortbewegt, so können wir die Wahr- 
scheinlichkeit, dass er sich zu einem gewissen Zeitpunkt in dem Raum- 
element V, und seine Geschwindigkeits-Richtung in dem körperlichen Winkel 
A befinde, durch das Integral //dvdA bemessen. Denn es bleibt dies 
Integral, wenn wir die Gesammtheit von Zuständen ins Auge fassen, in 
welche die zu irgend einer Zeit möglichen übergehen würden, constant. Es 
stellt also eine ursprüngliche Spielraums-Grösse dar. Man sieht dies am ein- 
fachsten für unendlich kleine Spielräume ein, welche durch zwei auf der Ge- 
schwindigkeits-Richtung senkrechte Flächenelemente dFi und dFs 
und einen solchen Spielraum der Geschwindigkeits-Richtung be- ^ ^ %' 
stimmt wären, dass die Richtung von jedem Punkt des Elements d Fi 
nach jedem des Elements dF» möglich wäre. Wie man auf den ersten 
Blick sieht, ist für den Anfang des betreffenden Zeitraums der Ver- 
haltungs-Spielraum gegeben durch dFi multiplicirt mit dem kör- 
perlichen Winkel, in welchem dFa von dFi aus gesehen erscheint; 
für das Ende des Zeitraums durch dFa multiplicirt mit dem körper- 
lichen Winkel, in welchem dFi von dFj her gesehen erscheint; beide 
Producte sind einander gleich. Bei der Fortbewegung ohne ein- 
wirkende Kräfte ändert sich also der in der obigen Weise gemessene 
Spielraum nicht. Ebenso ändert er sich auch nicht bei einer 
Reflexion nach dem idealen Gesetz des elastischen Stosses an 
einer festen Wand (Gleichheit des Einfalls- und Reflexionswinkels, ^ 

unveränderte Geschwindigkeit). Wenn dagegen zwei Körper von vergleich- 
barer Masse zusammenstossen, so ändert sich der Verhaltungs-Spielraura, 
indem sich auch die Verteilung der Geschwindigkeit ändert. Man kann 
also einen genügenden Wahrscheinlichkeits- Ansatz ohne Berücksichtigung der 
Geschwindigkeit nicht mehr machen ; vielmehr muss der Verhaltungs-Spiel- 
raum auch eine gewisse Breite der Geschwindigkeit umfassen. Man erhielte 
so zunächst etwa Werte ///dv dA de, wo de ein Differenzial der Geschwindig- 
keit wäre. Nennen wir die so bestimmten Spielräume für zwei Moleküle vor dem 
Zusammenstoss SaUnd sk, nach dem Zusammenstoss Sp und Sp, so zeigt nun 
die Untersuchung, dass s» . s» nicht gleich Sp . Sp ist, sondern diese Pro- 
ducte sich umgekehrt verhalten wie die Producte der lebendigen Kräfte vor und 
nach dem Zusammenstoss cl . c» und (^ . c^^. Eine der Forderung der ür- 
sprünglichkeit genügende Messung der Spielräume wird man also erhalten. 
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lässigkeit mit Rücksicht auf eine bestimmte Bedingung nach- 
gewiesen worden; um ihn als einen wirklich fär unsere Erwar- 
tungen bestimmenden abzuleiten, wird der Nachweis erforderlich 
sein, dass, wie es die logische Theorie verlangt, was hier als 
gleich wahrscheinlich bezeichnet wird, gleichen und indifferenten 
ursprünglichen Spielräumen entspricht. Um indessen uns über 
die Möglichkeit eines solchen Nachweises zu orientiren, ist es 
notwendig, das Problem genauer, als bisher geschehen, zu be- 
stimmen. Und zwar wollen wir zunächst den idealen Fall ms 
Auge fassen, dass wir es zu thun hätten mit einem Gase, welches 
seit unendlich langer Zeit, von je her, in eine adiabatische Hülle 
eingeschlossen ist, und über dessen gegenwärtige oder frühere 
Zustände uns ausser seiner Masse und dem Gesammt-Wert seiner 
lebendigen Kraft durchaus Nichts bekannt ist. 

Die Anknüpfung an die logische Theorie ist nun deswegen 
hier ganz ungemein einfach, weil die Wahrscheinlichkeiten schon 
durch Spielräume gemessen werden. Auch sahen wir bereits, 
dass die soeben erörterten Untersuchungen gar nichts Anderes 
lehren, als dass eine bestimmte Messung der Spielräume die 
Eigenschaft hat, ursprüngliche, dauernd unveränder- 
liche Grössen-Beziehungen derselben zu ergeben. Wenn ferner 
der Voraussetzung gemäss nichts weiter bekannt ist, als dass 
das Gas in dem bestimmten unveränderlichen Eaum eingeschlossen 
ist, so sind auch die Spielräume der verschiedenen Verhaltungs- 
weisen indifferent. Einer besonderen Prüfung bedarf es unter 
diesen Umständen nur noch, ob sie auch wirklich im strengen 
Sinne des Wortes vergleichbar sind, ob nicht etwa die hier 



indem man die Spielräume der Geschwindigkeiten nicht dem Differenzial de 
proportional setzt, sondern diesem, mnltiplicirt mit einer Funktion f der 
Geschwindigkeit, welche zu bestimmen ist durch die Gleichung 

Sa.S;.f(Ca).f(cy = Sp.S(p).f(Cp).f(ci) 

oder f(c>) ' f(c>) _ f(cp) - f(c;>) 

Ca • Ca Cp • Cp 

Nennten wir 9 die Spielräume des Verhaltens, welche durch die 
Grössen ///dv dA f(c) de gemessen sind, so wäre also stets 
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eingeführte Messung, derzufolge wir zwei Spielräume als gleich 
gross, zwei Verhaltungsweisen als gleich wahrscheinlich bezeichnen, 
eine willkürliche sei. Gerade die besondere Messung der 6e- 
schwindigkeits- Spielräume nach dem Werte cV~^^Mc scheint 
vielleicht diese Befürchtung nahe zu legen, die ja auch in der 
That durch das Zutreffen der ürsprünglichkeit und Indifferenz 
noch nicht beseitigt ist. Es würde z. B. die gleiche innere 
Widerspruchslosigkeit einer Wahrscheinlichkeits-Betrachtung Statt 
finden, wenn wir dieselbe bezüglich eines dauernd unveränder- 
lichen Verhaltens anstellten. Wenn es auch gelänge , den 
Spielraum eines solchen in indifferente Teile zu zerlegen, so 
könnten die Grössen - Beziehungen zwischen diesen in ganz be- 
liebiger Weise aufstellbar sein; jede würde die Eigenschaft 
haben, dass wir sie als Maass für die Wahrscheinlichkeit be- 
nützen könnten, ohne ims mit der Forderung der ürsprünglich- 
keit in Widerspruch zu setzen, einfach weil keine Veränderungen 
ablaufen; nichtsdestoweniger könnte eine jede durchaus willkürlich 
sein. Etwas Aehnliches würde für unser Gas in der That Statt 
finden, wenn wir z. B. mehrere ganz verschiedene Verhaltungs- 
Modi desselben, A,B, C, annehmen könnten, von welchen jeder sich 
dauernd erhalten müsste, so dass also, wenn Ä. Statt fände, nur 
eine gewisse Kategorie von Zuständen mit einander abwechseln 
könnte, wenn B bestände, nur eine gewisse ganz andere Kate- 
gorie etc., aber das Bestehen von A dauernd den Eintritt von 
B und C ausschlösse. Unter diesen Umständen wäre es denkbar, 
dass für die Bemessung der Wahrscheinlichkeit, dass A, B oder 
C Statt fände, mancherlei verschiedene Ansätze mit gleichem 
Eecht gemacht werden könnten. Dieser Betrachtung gegenüber 
würde nun der betreffende Wahrscheinlichkeits-Ansatz als ein 
zwingender durch ähnliche Umstände sich ergeben, wie wir sie 
bei den Zufalls-Spielen kennen gelernt haben ; und dass solche in 
der That Statt finden, scheinen mir die folgenden Ueberlegungen 
zu zeigen. Es ist auch hier, wegen der besonderen Art, wie die 
Zustände in Folge der Zusammenstösse wechseln, nicht so, dass 
wir bei der Vergleichung irgend zweier Verhaltungsweisen zwei 
gänzlich verschiedene und daher völlig incommensurable Dinge 
vor uns hätten. Vielmehr führen ganz minimale Differenzen 

von Kries, WahrsclieiiilichkeitB-BechQung. 24 
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eines gegenwärtigen Verhaltens zu beliebig grossen Verschieden- 
heiten för einen wenig späteren Zeitpunkt. Denn ganz kleine 
Variirungen in den Coordinaten und Geschwindigkeits-Richtungen 
zweier Moleküle vor dem Zusammenstoss geben sehr erhebliche 
Unterschiede in der Art und Weise, wie dieser Statt findet, und 
demzufolge in dem Verhalten nach demselben. 

Es können also grosse Differenzen gegenwärtigen Verhaltens 
auf minimal verschiedene Zustände zu irgend früherer Zeit zu- 
rückgeführt werden, und umgekehrt. Hieraus ergiebt sich nun 
in der That die Vergleichbarkeit sehr verschiedener Ver- 
haltungsweisen, insofern sie auf ganz nahe übereinstimmende 
Verhaltungsweisen zu irgend einer Zeit der Vorbedingungen sich 
zurückführen lassen würden. Gehen wir von dieser Vorstellung 
aus, so folgt in zwingender Weise die Grössen-Bestimmung der 
Theorie. Wenn z. B. Si und S, zwei zu vergleichende, ganz ver- 
schiedene, beide also sehr kleine Spielräume wären, so würde es 
genügen, in zwingender Weise eine Grössenrelation für die Wahr- 
scheinlichkeit eines Elements von Si, dSi, und eines Elements 
von S,, dS, aufzufinden. Diese ergiebt sich nun, wenn wir be- 
haupten können, dass jedenfalls zwei unendlich kleine Elemente 
dS, und dS, aufgefunden werden können, welche Folge-Zustände 
der zu irgend einer früheren Zeit bestehenden Verhaltungsweisen 
do und do* sind, die beide demselben sehr kleinen Spielräume o 
angehören, da und da^ sind unmittelbar vergleichbar, und es ergiebt 
sich hiemach ohne Weiteres das Wahrscheinlichkeits-Verh&ltniss 
auch far dSi und dS,. Da nun die Grössen do und do* dann gleich 
sind, wenn dSi und dS, in demjenigen Verhältniss stehen, bei welchem 
die Theorie ihnen gleiche Wahrscheinlichkeiten zuschreibt, so folgt 
die eindeutige Bestimmtheit des Wahrscheinlichkeits-Ansatzes. 

Die Voraussetzung, aufweiche diese Betrachtung sich gründet, 
wäre strenger folgendermaassen zu formuliren: Wenn S* und 
St beliebige ganz bestimmte Zustände zur Zeit t sind, so lassen 
sich stets für irgend eine Mhere Zeit zwei Zustände o und a* 
finden, derart, dass o und o* in allen Bestimmungs-Elementen 
nur äusserst wenig differiren, und dass o einen von St, o^ einen 
von 8't in allen Bestimmungs-Elementen nur sehr wenig ver- 
schiedenen Zustand zur Zeit t herbeiführen würde. 
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Die Richtigkeit dieser Vorstellung scheint mir zufolge der 
Gesetze des Zusammenstosses sehr kleiner Körper unzweifelhaft. 
Hält man dieselbe für fraglich, so bleibt es denkbar, dass ver- 
schiedene Verhaltungs-Modi von nicht vergleichbarem Wahr- 
scheinlichkeits-Werte sich angeben Hessen. Acceptirt man aber 
dieselbe, so unterliegt es keinem Zweifel, dass für ein von jeher 
in eine adiabatische Hülle eingeschlossenes Gas, über dessen Zu- 
stand uns nichts bekannt ist, die Wahrscheinlichkeits-Be- 
trachtung der Theorie nicht bloss zulässig, sondern auch un- 
umgänglich und die einzig mögb'che ist. 

Es wird also für jeden beliebigen Zeitpunkt die gleichmässige 
Verteilung der Massen und lebendigen Kräfte und die Maxwell- 
sche Geschwindigkeits- Verteilung mit grösster Wahrscheinlichkeit 
anzunehmen sein. 

Insbesondere kann z. B. kein Bedenken darin gefunden wer- 
den, dass »kein exakter Nachweis geliefert ist, dass nicht auch in 
Folge des Wärme-Gleichgewichts die mittlere lebendige Kraft 
in der Umgebung eines Moleküls von dem Zustande des Mole- 
küls selbst beeinflusst sein könnte'^ ^). Es kann eben immer 
nur der Nachweis gefordert werden, dass Anordnungen, bei 
welchen eine solche Beziehung Statt findet, nicht grösseren oder 
kleineren ursprünglichen Spielräumen entsprechen als andere; und 
dieser Nachweis wäre vollkommen erbracht*). 

In ganz ähnlicher Weise wäre das Resultat der den zweiten 
Hauptsatz betreffenden Untersuchimgen, auf welche genauer ein- 
zugehen hier nicht erforderlich ist, zunächst nur dahin anzugeben, 



1) Boltzmann, Weitere Bemerkungen etc. Wiener Sitzungs-Berichte 
Bd. 78 II. 1878 S. 44. 

2) Die soeben aufgestellte Annahme führt übrigens auch zu der Fol- 
gerung, dass es nicht zwei verschiedene stetige Wahrscheinlichkeits- Ansätze 
geben könne, welche der Bedingung der Constanz Genüge leisten. Denken wir 
uns nämlich zwei unendlich kleine Spielräume si und sa, welche den auf eine 
frühere Zeit bezüglichen unendlich kleinen und sehr nahe benachbarten 
Spielräumen oi und oa entsprechen, so muss jeder Wahrscheinlichkeits- Ansatz 
die Bedingung erfüllen, dass die den beiden Zuständen si und sa zuge- 
schriebenen Wahrscheinlichkeiten, sie mögen ^(si) und cp(82) heissen, sich 
verhalten wie oi zu o«; dieses Verhältniss ist, da oi und oa äusserst nahe 
benachbart sind, eindeutig bestimmt. Es ist also 9(si) *• ?(st) = oi : a«. 

14* 
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dass für zwei von jeher einander berührende, von jeder sonstigen 
Einwirkung aber abgeschlossene Körper, über welche sonst Nichts 
bekannt ist, eine gleiche Temperatur als wahrscheinlichster Zu- 
stand zu betrachten i^t. 

7. Ehe wir nun diese idealen Fälle verlassen und dazu über- 
gehen, zu sehen, was mit Bezug auf andere, der Wirklichkeit 
genauer correspondirende Probleme von der Theorie zu fordern 
wäre, wollen wir uns noch darüber unterrichten, wie Boltzmann 
die an die Theorie noch zu stellenden Anforderungen formulirt. 

Nach Boltzmann wäre noch der Nachweis zu liefern, dass 
der durch die Funktion f charakterisirte Zustand der einzig 
mögliche ist. Hierzu wäre nicht bloss erforderlich, dass die obige 
Funktion f als die einzige der Bedingung der Constanz genügende 
nachgewiesen würde, sondern es wäre, wie Boltzmann im An- 
schluss an gewisse Bemerkungen Loschmidt's sagt^), »der 
Beweis, dass es die einzig mögliche Zustands-Verteilung ist, noch 
bedeutend erschwert, indem man auch nachweisen müsste, dass 
es nicht möglich ist, dass für den stationären Zustand die die 
Zustands-Verteilung bestimmende Funktion noch immer von der 
Zeit abhängig ist, dass aber ganz unregelmässig bald da, bald 
dort im Gase eine kleine Temperatur-Erhöhung oder -Erniedrigung 



Wäre also ^ eine zweite Wahrscheinlichkeits- Funktion, so würde sich 
sofort ergeben 

?(8i) : ?(s.) = 1^(si) : 1>(sa) 

oder y(so == y(«o 

d. h. die beiden Punktionen könnten sich nur durch einen constanten Factor 
unterscheiden. Oh die Stetigkeit hier im mathematischen Sinne oder nur 
in dem früher bezeichneten (S. 51) aufzufassen ist, hängt, wie leicht er- 
sichtlich, davon ah, oh man die Zurückführharkeifc endlich verschiedener 
gegenwärtiger Zustände auf wenig verschiedene oder (für unendlich lange 
Zeiten) auf unendlich wenig verschiedene frühere Verhaltungs weisen an- 
nehmen will. Ich habe die Voraussetzung auf den ersteren Sinn beschränkt 
und nehme also auch hier die Stetigkeit wieder in dem nicht mathe- 
matischen Sinne. 

1) Boltzmann, Weitere Bemerkungen etc. Wiener Sitzungs-Berichte 
Bd. 78 II. 1878. S. 45. 
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eintritt, die durch die Molekularbewegung selbst hervorgerufen 
wird und durch die Molekularbewegung selbst verschwindet.* 

Auch hier nun scheint mir klar, dass ganz wol völlig 
bestimmte Anordnungen denkbar sind, welche zwar nicht unregel- 
mässig, wol aber periodisch, ungleichmässige Verteilungen der 
Moleküle und der lebendigen Kraft herbeiführen, und dies in unbe- 
grenzter Dauer wiederholen. Wir hätten es hier mit einem Falle 
zu thun, welcher dem von Boltzmann so genannten „labilen" 
Gleichgewicht analog wäre. Auch die obige Forderung müsste 
also dahin präcisirt werden, dass der durch die Funktion f 
charakterisirte Wahrscheinlichkeits-Ansatz sich aus jeder beliebigen, 
noch so kleinen Unbestimmtheit des Anfangs-Zustandes her- 
leitete. Wenn man dies nachweisen könnte, so wäre, wie mir 
scheint, unwidersprechlich, dass die Theorie jeder an eine Wahr- 
scheinlichkeits-Theorie zu stellenden Anforderung vollständig ge- 
nügte, und dass namentlich ihr rechnender Teil durchaus abge- 
schlossen wäre. 

Einfache Ueberlegungen zeigen nun, dass auch dieser Nach- 
weis nicht, wenigstens nicht ohne erhebliche Modification, geführt 
werden kann, so lange wir ein in eine adiabatische, d. h. ohne 
Kraftverlust refleetirende Hülle eingeschlossenes Gas fingiren. 
In der That repräsentirt jede uns bekannte Beschränkung des 
Anfangs-Zustandes auch zugleich eine Beschränkung des für be- 
liebige spätere Zeit Statt findenden Zustandes. Wüssten wir, 
dass zur Zeit Wärme-Gleichgewicht bestanden hat, so werden 
für die Zeit t alle diejenigen Zustände ausgeschlossen sein, welche 
aus einer zur Zeit bestehenden ungleichen Wärme- Verteilung 
hervorgegangen wären. Wir müssen, um dies einzusehen, uns 
nur wiederum erinnern, dass die Zustände zur Zeit und t 
einander eindeutig correspondiren. Bei jeder Beschränkung 
des Anfangs-Zustandes würde also der Ansatz einer Wahrschein- 
lichkeits-Funktion imzulässig sein, welche jeden Zustand als mög- 
lich erscheinen lässt, da dies mit der Kenntniss des Anfangs- 
Zustandes im Widerspruch steht. Daraus wäre zu folgern, dass 
der in Eede stehende Wahrscheinlichkeits- Ansatz in der That 
nicht bloss nicht notwendig, sondern sogar unter diesen Um- 
ständen gar nicht streng correct ist. 
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Hier nun wird es aber notwendig, zu berücksichtigen, dass 
diese Schwierigkeit nur besteht, so lange wir bei dem idealen 
Falle, dem in eine adiabatische Hülle eingeschlossenen Gase, 
stehen bleiben. Nur diese Fiction bedingt die Begrenztheit der 
Möglichkeiten, welche uns in Schwierigkeiten verwickelt. Sie 
entspricht aber der Wirklichkeit nicht, und die ganze Betrach- 
tung verändert sich sehr erheblich, wenn wir berücksichtigen, 
dass für den Zustand eines Gases zur Zeit t nicht bloss sein Zu- 
stand zur Zeit 0, sondern auch der einer enormen Menge anderer 
Körper mit in Betracht kommt, indem die Molekularbewegung 
eines jeden Punktes einen sich immer weiter ausbreitenden Ein- 
flusB erhält. 

Unter Berücksichtigung dieses ümstandes verändert sich aber 
auch das ganze Problem. Betrachten wir einen Körper als im 
Verlauf endlicher Zeit durch eine fast unbegrenzte Menge anderer 
beeinflusst, so versteht es sich dann weiter von selbst, dass wir 
nicht mehr im Gase eine Temperatur- und Druck-Ausgleichung, 
nicht mehr allgemein ein Wärme-Gleichgewicht als wahrschein- 
lichsten Erfolg deduciren können, da dies ja gar nicht das überall 
factisch eintretende Resultat ist. Diese Beschränkung des von der 
Theorie zu Leistenden entspricht nun aber ganz genau dem Um- 
fange dessen, was wir auch von ihr zu fordern veranlasst sind. Es 
genügt nämlich vollkommen, wenn sie als unter allen Umständen 
wahrscheinlichstes Ergebniss nachweist, dass bei einer Anzahl in 
Berührung stehender Körper die Temperatur, und (in den Gasen zum 
Wenigsten) Druck und Strömung als stetige Funktionen der Coor- 
dinaten und der Zeit darzustellen sind, und dass hierbei gewisse 
Beziehungen zwischen diesen Werten und ihren nach den Coor- 
dinaten und nach der Zeit genommenen Differenzial-Quotienten 
Statt finden, also das, was man als eine Ausgleichung der Zu- 
stände in kleinsten Bau m -Teilen bezeichnen könnte. Diese 
Annahmen können und müssen ihre genauere Bestimmung, ins- 
besondere die, ob ein Gleichgewichts-Zustand anzunehmen ist, erst 
durch eine weitere bestimmte Kenntnis der jedesmaligen that- 
sächlichen Verhältnisse bekommen. In Wirklichkeit dürfen wir 
ja auch den Gleichgewichts-Zustand eines Gases nur dann mit 
Sicherheit annehmen, wenn uns die Temperatur- Verhältnisse der 
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Umgebung wenigstens annähernd bekannt sind; und wir gehen, 
indem wir einen solchen behaupten, stets von der Voraussetzung 
aus, dass mit Eücksicht auf die Wärmeleitung der das Gas ein- 
schliessenden Hülle die in der Umgebung etwa vorhandenen Tem- 
peratur-Unterschiede vernachlässigt werden dürfen. 

Die ganze Bedeutung der Theorie ist damit insofern modi- 
ficirt, als die bedingenden Umstände, an welche sie gewisse Erschei- 
nungen als wahrscheinlichste Folgen zu knüpfen hat, andere werden: 
sie enthalten nicht bloss gewisse räumliche Anordnungen, wie 
die EinSchliessung eines Gases in einen bestimmten Baum, son- 
dern sie involviren auch noch gewisse Bestimmungen über Druck, 
Temperatur und Bewegung. Zu beweisen ist nicht, dass ein 
Gas in einen Gleichgewichts-Zustand kommt, was gar nicht all- 
gemein der Fall ist, sondern lediglich dass wenn ein Gas gegen- 
wärtig überall gleichen Druck und Temperatur und keine Strö- 
mungen zeigt, dann auch die MaxwelTsche Geschwindigkeits- 
Verteilung besteht, und niemals von selbst in seinem Innern merk- 
liche Temperatur-Differenzen oder Strömungen entstehen; nicht 
dass zwei sich berührende Körper notwendig auf gleiche Tempe- 
ratur kommen, was ebenfalls nur unter Voraussetzungen zutrifft, 
sondern dass der Wärme-Strom stets in der Richtung der ab- 
nehmenden Temperatur geht; dass wenn ein Körper a an b und 
dieser wiederum an c Wärme abgibt, auch wenn man a und c 
in Berührung bringt, die Abgabe der Wärme von jenem an diesen 
Statt findet etc. 

Denken wir uns diese Aufgaben gelöst, so würde das Ergebniss 
ein viel allgemeinerer Wahrscheinlichkeits-Ansatz sein, der den 
Fall des Gleichgewichts als besonderen in sich schlösse ; er würde 
bei beliebiger anderer Bestimmung der in ihn eingehenden Werte 
den Fall einer Strömung, Wärmeleitung etc. darstellen, und als- 
dann zu der Ermittlung der Eeibungs- und Wärmeleitungs-Con- 
stanten führen. Ob in diesem Sinne eine abschliessende Aus- 
bildung der Theorie möglich ist, darüber auch nur eine Ver- 
mutung auszusprechen, wäre hier nicht am Platz. Nur lässt sich 
voraussehen, dass dieselbe mit grossen mathematischen Schwierig- 
keiten behaftet sein wird. Es sind nämlich Untersuchungen dieser 
Art, und im Grunde nach genau diesem Priucip, welche Boltz- 
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mann^) behufs Ermittlung der Reibungs-Constanten der Gase 
ausgeführt hat, freilich immer noch unter einer besonders ein- 
fachen Voraussetzung, nämlich derjenigen einer von der Zeit 
unabhängigen oder stationären Strömung. Da schon hier die 
Rechnungen ausserordentlich verwickelt werden, so erscheinen die 
noch allgemeineren Probleme zunächst nicht sehr aussichtsvoll. 
8. Man wird aus dieser Uebersicht entnehmen, dass die physi- 
kalische Wahrscheinlichkeits- Theorie eine Hypothese darstellt, 
welche zwar noch unfertig, aber in einer durchaus logisch ein- 
wurfsfreien Weise entwickelt ist, und dass sie in ganz unver- 
kennbarer Weise vor Allem genau das im Auge gehabt hat, 
was wir als Ursprünglichkeit der Verhaltungs- Spielräume be- 
zeichneten. Dieser Umstand, und die Bestätigung, welche einer 
auf das Princip der Spielräume basirten Theorie der Wahr- 
scheinlichkeit hierdurch erwächst, ist das, worauf ich hier vor- 
zugsweise Gewicht lege. Dagegen zielt die hier gegebene Be- 
sprechung, da sie die wesentliche Correctheit der physikalischen 
Theorie ergiebt, nicht darauf ab, diese in erheblichem Maasse 
materiell umzugestalten oder zu vervollständigen. Dass aber die 
Darstellung der Theorie und die Erkennung der weiteren Auf- 
gaben durch die deutlichere Erfassung der logischen Principien 
gewinnen muss, glaube ich in der That; ich wüsste kaum, wie 
man eine einfachere und klarere Darstellung der oben erwähnten 
Untersuchungen geben kann, als wenn man von dem Begriff der m*- 
sprünglichen Spielräume ausgeht, und in der das Maxweirsche 
Gesetz begründenden Gleichung den Nachweis der Ursprünglich- 
keit gewisser Spielraums -Verhältnisse erblickt. Anderseits wird 
sich in den bisherigen Darstellungen, ich erinnere namentlich an 
die in 0. E. Meyer 's ^Kinetischer Theorie der Gase* (S. 259 u. f.) 
die Erschwerung des Verständnisses durch die Unsicherheit der 
Principien nicht verkennen lassen. 



1) Boltzmann, Zur Theorie der Gas-Reibung. Wiener Sitzungs- 
Berichte etc. Bd. 81 n S. 117 und ibid. Bd. 84 II S. 40 und 1230. 
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Capitel IX. 

Weitere Anwendungen der Wahrscheinlichkeits- 
Eechnung, 

(Beobachtungs-Fehler. Allgemeine und medicinische Statistik.) 
(Abstimmungen.) 

1. Die Theorie der Beobachtungs-Fehler scheint auf 
den ersten Blick sich derjenigen der Zufalls-Spiele sehr ähnlich 
gestalten zu müssen, weil hier wie dort Erfolge in Frage kommen, 
welche von einer sehr grossen Zahl verschiedenartigster Um- 
stände beeinflusst werden. Nichtsdestoweniger wird die genauere 
Untersuchung eine ganze Anzahl erheblicher Unterschiede heraus- 
stellen. 

Wir gehen von der Frage aus, ob und in welcher Weise es 
zulässig ist, eine numerische Wahrscheinlichkeit dafür anzugeben, 
dass eine unter gewissen Umständen auszuführende Beobachtung ein 
in bestimmtem Betrage ^) von dem richtigen abweichendes Resultat 
giebt. Zur Beantwortung derselben werden wir nach Maassgabe 
unserer früheren Aufstellungen (S. 134 u. ff.) in doppelter Weise vor- 
zugehen haben. Erstlich werden wir suchen müssen, eine deutliche 
Vorstellung von den allgemeinen Bestimmungen zu gewinnen, welche 
bezüglich der Umstände der Beobachtung als von vorn herein 
bekannt vorausgesetzt werden könnten, und innerhalb deren die- 
jenigen Verhaltungs-Spielräume, welche Fehler von gewissem Be- 
trage bewirkten, in bestimmten ursprünglichen Grössen -Ver- 
hältnissen ständen. In zweiter Stelle würden wir zu sehen haben, 

1) Es ist hier, wie im Folgenden, immer ein bestimmter Betrag mit 
einem bestimmten kleinen Spielraum zu verstehen: streng ausgedrückt 
handelt es sich also um die Wahrscheinlichkeit, dass der Fehler grösser als 
ein bestimmter Wert x und kleiner als x -|- ^x sein werde. 
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was die Erfahrung hinsichtlich des Vorkommens und der relativen 
Häufigkeit grösserer und kleinerer Fehler ergeben hat. 

Zunächst wird man die Annahme plausibel finden, dass be- 
züglich einer oder mehrerer jetzt auszuführender Beobachtungen 
auf Grund früherer gleichartiger gewisse allgemeine Angaben 
gemacht werden können. Es scheint möglich, über die Leistungs- 
fähigkeit der Sinnes-Organe des betreffenden Beobachters, sein 
Geschick und seine Aufmerksamkeit, die Güte der zu benutzenden 
Apparate u. dergl. aus einer Eeihe von Beobachtungen eine Vor- 
stellung zu gewinnen; denn es liegt hier eine Anzahl von Mo- 
menten vor, deren annähernde Constanz wenigstens nicht un- 
wahrscheinlich ist. Wir wollen indessen versuchen, von den all- 
gemeinen Bedingungen und ihren Verhaltungs-Spielräimaen ein etwas 
deutlicheres Bild zu gewinnen. — Aus den zahlreichen, unserem 
Gegenstande gewidmeten Arbeiten können wir hier zunächst den 
leicht zu verificirenden Satz entnehmen, dass der Fehler, mit 
welchem ein Beobachtungs-Resultat behaftet ist, stets, selbst bei 
allereinfachsten Methoden, sich durch das Zusammenkommen 
einer grösseren Anzahl einzelner, sogenannter elementarer Fehler 
bildet. 

Um für die Art und Weise, wie dies zu denken ist, einen 
bestimmten Anhalt zu gewähren, will ich hier die von B es sei 
gegebene Zusammenstellung derjenigen Fehler-Quellen mitteilen, 
welche in Betracht kommen, »wenn der Polabstand eines Fix- 
sternes mit einem nach Reichenbach 'scher Art eingerichteten 
Meridiankreise beobachtet wird^).* 

»Das Instrument,* sagt Bessel, «muss zuerst auf den Stern 
eingestellt werden, und diese Einstellung kann aus verschiedenen 
Ursachen fehlerhaft werden, nämlich 1) weil eine Grenze der 
Kraft des Fernrohrs vorhanden ist, innerhalb welcher seine Rich- 
tung willkürlich bleibt ; 2) weil der Punkt des Bildes des Sterns 
den man in die Absehenslinie zu bringen beabsichtigt, innerhalb 
gewisser Grenzen willkürlich sein kann, welche bei grossen und 
hellen Sternen ohne Zweifel weiter auseinander liegen, als bei 
kleineren, weniger hellen, und woraus hervorgehen kann, dass 



1) Bessel, Gesammelte Abhandlungen; Bd. II. S. 388. 
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bei Nacht und bei Tage, oder bei hellerem und weniger hellem 
Himmel verschiedene Punkte gewählt werden ; 3) weil der Stern 
sich selten oder nie ruhig, sondern in zitternder, von dem Mangel 
des Gleichgewichts der Luft herrührender Bewegung zeigt, und 
also eine, zwischen den äussersten Grenzen dieser Bewegung lie- 
gende Wahl getroffen werden muss. Hierzu gesellen sich Fehler- 
ursachen, welche von der Binstellung des Instruments ganz un- 
abhängig sind, z. B. 4) ein Einfluss der Elasticität seines Metalls, 
welcher zufällig, äusseren Umständen zufolge, bald diesen, bald 
jenen Wert erhalten, auch zur Folge haben kann, dass die 
Richtung des Fernrohrs in dem Augenblick des Ablesens der 
Beobachtung nicht mehr dieselbe ist, welche sie bei seiner Ein- 
stellung war; 5) eine Unsicherheit der Angabe des Kreises, 
welche aus kleinen Ungleichheiten der Entfernungen seiner eigenen 
Teilstriche und der Teilstriche der Nonien hervorgeht, und welche 
sich als veränderlicher Fehler äussert, da gewöhnlich, bei jeder 
Wiederholung der Beobachtung, andere Teilstriche zur Coincidenz 
gelangen ; 6) die aus der begrenzten Schärfe des optischen Hülfs- 
mittels, wodurch die Ablesungen erlangt werden, hervorgehende 
Unsicherheit; 7) die aus dem Umstände hervorgehenden Fehler, 
dass die Schätzung der Angaben der Nonien nur z. B. bis auf 
die Hälfte des kleinsten Zwischenraumes von 2**, welchen sie 
angeben, getrieben werden kann, wodurch alle an den vier 
Nonien dieser Instrumente abgelesenen Beobachtungen sich immer 
mit einer vollen, viertel, halben oder dreiviertel Secunde, nie aber 
mit anderen Teilen derselben schliessen. Femer kommen die äusseren 
Umstände, z. B. 8) der Einfluss der Körperwärme des Beobachters 
auf den Kreis oder andere Teile des Apparats; 9) der Einfluss 
einer, im Allgemeinen vorhandenen Verschiedenheit der Wärme 
zwischen dem unteren und oberen Rande des Kreises, welche 
Spannungen in seinem Metalle und Veränderungen seiner Figur 
erzeugt. Auch veranlasst 10) die Voraussetzung, dass die Wasser- 
wage der Alhidade bei jeder Ablesung sich im nicht beeinträch- 
tigten Zustande des Gleichgewichts befinde, einen zufölligen 
Fehler; 11) geht ein solcher aus der Annahme hervor, dass 
das Instrument zwischen zwei mit einander zu vergleichenden 
Beobachtungen in vollkommen gleichem Zustande geblieben sei. 
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während doch die Bemerkung von Aenderungen, welche es in 
kürzerer oder längerer Zeit erfahrt, nicht selten ist. Mit dem 
sogenannten Beobachtungsfehler vermischt sich auch 12) der 
Einfluss, welchen die fehlerhafte Annahme hat, dass der Zustand 
der Atmosphäre, so wie Barometer und Thermometer ihn an- 
geben, genau der sei, wonach die Grösse der jedesmaligen Strahlen- 
brechung sich richtet, und 13) der Einfluss kleiner ünvoll- 
kommenheiten der ßeductionselemente der Beobachtungen. Ich 
werde vermutlich in dieser Aufzählung von Ursachen , welche 
zur Erzeugung eines scheinbaren Beobachtungs-Fehlers zusammen- 
wirken, mehrere übersehen haben, so wie ich der zufälligen Un- 
achtsamkeit in der Ausführung einzelner Momente der Beobach- 
tungen, nicht vorteilhafter oder unruhiger Beleuchtung der 
Fäden und der Teilstriche, der Einflüsse der Kälte auf das 
Instrument etc. nicht habe erwähnen wollen. Immer aber ist 
durch diese Aufzählung von Fehler- Ursachen der Zweck erreicht, 
bemerklich zu machen, dass selbst diese einfache Beobachtungsart 
einen Qesammt-Fehler zeigen muss, welcher aus zahlreichen Ur- 
sachen entsteht, deren jede von den übrigen unabhängig wirkt." 
2. Die Einsicht indessen, dass jeder Gesammt-Fehler, mit 
welchem ein fertiges Beobachtungs-Ergebniss schliesslich behaftet 
ist, durch das Zusammenwirken vieler elementarer Fehler zu 
Stande kommt, kann mit Bezug auf die gegenwärtige Frage uns 
nur unerheblich fördern. Denn eine numerische Wahrscheinlich- 
keit ergiebt sich offenbar für die Beträge des Gesammt-Fehlers 
nur dann, wenn eben dies schon mit Bezug auf jeden einzelnen 
elementaren Fehler der Fall ist. In der That finden wir auch 
allgemein die Ansicht der Autoren dahin gehend, dass hinsichtlich 
jedes solchen elementaren Fehlers eine gewisse „Wahrscheinlich- 
keit bestehe", dass er diesen oder jenen Betrag erreiche. Wenn 
wir nun also, wie in der That der Fall ist, die allgemeine Ueber- 
legung, welche wir gleich Eingangs hinsichtlich des Gesammt- 
Fehlers angestellt hatten, mit gleichem Kechte für jeden elemen- 
taren Fehler wiederholen können, so wird die Zurückführung 
jenes auf diese lediglich die Bedeutung eines vorbereitenden 
Schrittes haben. In der That ist sie, wie wir alsbald sehen 
werden, hauptsächlich deswegen nützlich und wichtig, weil sie uns 
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ein bestimmtes , Fehler-Gesetz'', d. h. eine bestimmte Funktion, 
welche die Wahrscheinlichkeit eines jeden Fehler -Betrages an- 
giebt, von vorn herein wenigstens zu vermuten gestattet. Dagegen 
würden wir, um uns die Angebbarkeit numerischer Wahrschein- 
lichkeit überhaupt verständlich zu machen, insbesondere um von 
den eine solche Wahrscheinlichkeit constituirenden allgemeinen 
Bestimmungen eine deutliche Vorstellung zu gewinnen, auf die 
genauere Untersuchung der für jeden elementaren Fehler beste- 
henden Verhältnisse angewiesen sein. Bei diesem Unternehmen 
stossen wir nun auf verschiedene Kategoileen derartiger allge- 
meiner Bestimmungen. Erstlich giebt es eine Anzahl von Mo- 
menten , welche wir uns im eigentlichen Sinne des Worts 
constant denken können. Hierher gehören z. B. gewisse Ein- 
richtungen in den Sinnes-Organen des Beobachters und gewisse 
Verhältnisse seiner Apparate. Dieser, am leichtesten verständ- 
lichen Classe von Bestimmungen reihen wir eine zweite an, 
welche darin besteht, dass für gewisse Verhaltungsweisen ein 
ganz bestimmt begrenzter Kreis von Möglichkeiten besteht; in 
ganz ähnlicher Weise, wie wir es bei den Zufalls-Spielen, ins- 
besondere beim Würfeln, kennen lernten, entspricht alsdann 
einem sehr weiten Spielraum bedingender Umstände eine beständige 
Wiederholung derselben Fälle. So ist, wenn an einer Skala eine 
Ablesung gemacht werden soll, für die Stellung des Index zu den 
Teilstrichen eine bestimmt anzugebende Eeihe von Möglichkeiten 
vorhanden. Jede Stellung des Index bedingt, wenn alle übrigen 
Verhältnisse als ganz bestimmte gedacht werden, einen ganz be- 
stimmten Ablesungs-Fehler, mögen wir nun bloss die ganzen Teil- 
striche ablesen oder die Stellung des Index zwischen zweien noch 
m Zehnteln des Abstandes schätzen. Es ist leicht ersichtlich, dass 
wir in diesen Umständen allgemeine Bestimmungen haben, welche 
für gewisse Fehler -Quellen numerische Wahrscheinlichkeiten zu 
ergeben geeignet sind. 

Wir kommen endlich zu einer dritten, weit schwieriger 
scharf zu erfassenden Art von allgemeinen Bestimmungen. Denken 
wir z. B. an die Störungen der Beobachtungen, welche durch 
Temperatur-Schwankungen oder durch Erschütterungen herbei- 
geführt werden, so sehen wir sofort, dass die numerische Wahr- 
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scheinlichkeit der Fehler-Beträge beruht auf wiederum numerischer 
Wahrscheinlichkeit dafür, dass diese störenden Einflüsse zu einer 
gewissen Zeit in dieser oder jener Intensität vorhanden sind. Mögen 
wir nun in dieser Weise eine längere oder kürzere Kette von Ab- 
hängigkeiten zu verfolgen haben, jedenfalls ist angebbar, aufweiche 
Art von Verhältnissen wir zuletzt geführt werden müssen. Offenbar 
müssen die allgemeinen Bestimmungen in letzter Instanz für irgend 
welche Vorgänge, die in vielfacher gleichartiger Wiederholung 
aufreten, eine Angabe der Gesammt-Menge darstellen, in 
welcher dieselben jedenfalls vorkommen müssen, während der 
genauere Modus ihrer zeitlichen oder räumlichen Verteilung un- 
bestimmt bleibt. 

So würden, um ein einfaches Beispiel anzuführen, die beste- 
henden Verkehrs-Bedürfnisse es mit sich bringen, dass durch eine 
Strasse im Laufe einer gewissen Zeit eine gewisse, annähernd be- 
stimmte Menge grösserer und kleinerer Wagen fährt, welche durch 
Erschütterung des Bodens die Beobachtung stören, wobei aber 
die zeitliche Verteilung derselben innerhalb gewisser Grenzen von 
uns unbekannten besonderen Verhältnissen, vom Zufall, abhängt. 
Neben den obigen Voraussetzungen also, dass gewisse Momente 
dauernd constant bleiben, dass für gewisse andere ein ganz be- 
stimmter und begrenzter Kreis von Möglichkeiten besteht, würde 
weiter die numerische Wahrscheinlichkeit auf die Vorstellung 
zurückzuführen sein, dass für eine Anzahl von Dingen die Ge- 
sammt-Beträge, in welchen sie notwendig zur Erscheinung kommen 
müssen, annähernd von vorn herein bestimmt gedacht werden 
können. 

Es würde etwas ganz Aehnliches, wie es hier zunächst 
für die im engeren Sinne des Wortes störenden Einflüsse aufge- 
stellt wurde, auch bezüglich vieler anderen Verhältnisse, insbe- 
sondere z. B. der zufälligen Schwankungen der Aufmerksamkeit 
geltend zu machen sein. Allgemein also wäre die numerische 
Wahrscheinlichkeit hier an die Bedingung geknüpft, dass die 
betreffenden Erscheinungen von dem zufälligen Zusanmientreffen 
sehr vieler einzelner Vorgänge abhängt, deren jedes in vielfacher 
gleichartiger Wiederholung und in einem von vorn herein annähernd 
zu bestimmenden Gesammt-Betrage notwendig auftreten muss. 
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Dieses Eesultat ist insofern von Wichtigkeit, als es uns deutlich 
macht, wie in diesem Gebiete die Bedingungen für die Grössen- 
Verglßichbarkeit der Spielräume erfüllt sind. Es beruht nämlich, 
wie leicht ersichtlich, auf der massenhaften Wiederholung gleich- 
artiger Vorgänge, welche sich als Störungen geltend machen 
können, dass hier, ganz ebenso, wie bei den Zufalls-Spielen, eine 
beständige Wiederholung derselben Erfolge den umfangreichen 
Variirungen der bedingenden Umstände entspricht. Vielleicht 
noch einleuchtender erscheint die Erfüllung dieser Bedingung, 
wenn wir von der andern, früher für sie gegebenen Formulirung 
(S. 73) ausgehen. Man wird geneigt sein anzunehmen, dass inner- 
halb der gesammten Möglichkeiten, welche unsere ungenaue und 
unvollständige Kenntniss offen lässt, ein in bestimmtem Betrage 
fehlerhaftes Beobachtungs-Ergebniss auf sehr viele verschiedene 
Weisen zu Stande kommen kann ; nicht minder auch, dass für die 
Erwartung eines besseren oder schlechteren Kesultats all das 
gleichgiltig ist, was wir, abgesehen von der Summe aller all- 
gemeinen Bestimmimgen, etwa noch über die individuellen Um- 
stände einer einzelnen Beobachtung feststellen können. Es ist 
somit ohne Schwierigkeit verständlich, dass wenn über die Ge- 
sammt- Beträge aller störenden Umstände gewisse Angaben 
gemacht werden können, ihre Verteilung aber innerhalb gewisser 
Grenzen Gegenstand der freien Erwartungsbildung ist, eme nu- 
merische Wahrscheinlichkeit für die verschiedenen Fehler-Beträge 
resultiren kann. 

Was nun die Frage angeht, ob und mit welcher Sicherheit 
derartige Gesammt-Angaben wirklich gemacht werden können, 
go ist zu constatiren, dass unsere Kenntnis jedenfalls nicht aus- 
reicht, um alle in Betracht kommenden Momente deutlich zu 
bezeichnen, und bestimmte, auf directer Wahrnehmung beruhende 
Angaben über sie zu machen. Selbst dass für eine Beihe 
von Beobachtungen, welche wir so sehr als irgend möglich gleich- 
artig zu halten suchen, dauernd dieselben allgemeinen Bestimmungen 
gelten, wird von vom herein zwar vermutet, aber doch nicht mit 
Sicherheit behauptet werden können. Unter diesen Umständen 
ist es von grösster Wichtigkeit, dass wir diese Annahme in rein 
empirischer Weise, an den Ergebnissen längerer Beobachtungs- 
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Keihen prüfen können. Solche Prüfungen — wir haben sie dem- 
nächst noch eingehender zu besprechen — sind vielfach ange- 
stellt worden; und sie zeigen nun in der That die sehr annähernde 
Kichtigkeit jener Annahme. Sie wurden zwar in der Regel nicht 
direct in der Absicht vorgenommen, die Frage nach der Con- 
stanz der allgemeinen Bedingungen zu beantworten, sondern viel- 
mehr in der anderen, eine bestimmte Regel für die relative 
Häufigkeit zu ermitteln, mit welcher in grösserem und gerin- 
gerem Betrage fehlerhafte Beobachtungen vorkommen. Indessen 
könnte dies selbstverständlich nicht gelingen, wenn nicht für eine 
ganze Reihe dieser Art die allgemeinen Umstände sehr annähernd 
constant blieben; man wird daher darin, dass eine bestimmte Regel- 
mässigkeit jener Art sich factisch herausstellt, mit Recht auch 
eine Bestätigung für die Annahme dieser Constanz erblicken 
dürfen. Im Ganzen darf hiernach resumirt werden , dass be- 
züglich der Beobachtungs-Fehler die Angebbarkeit numerischer 
Wahrscheinlichkeiten überhaupt verständlich, und dass die Voraus- 
setzung jeder aposteriorischen Wahrscheinlichkeits-Bestimmung, 
die Constanz der die Wahrscheinlichkeit constituirenden all- 
gemeinen Verhältnisse, zwar nicht mit voller Sicherheit als 
eine ganz genaue, wol aber in der Regel mit grosser Wahr- 
scheinlichkeit als eine annähernde angenommen werden darf. 
3. Nach der Erledigimg dieser wichtigsten Voraussetzung 
können wir über die beiden anderen, welche für die Angabe 
numerischer Wahrscheinlichkeiten noch in Betracht kommen, relativ 
schnell hinweggehen. Die Natur der meisten Fehler- Quellen macht 
es unmittelbar deutlich, dass mit Bezug auf sie die einzelnen 
Beobachtungen als eine Reihe von einander unabhängiger 
Fälle anzusehen sind. Ein empirischer Nachweis für diese Unab- 
hängigkeit wird mit Rücksicht hierauf kaum erforderlich sein; 
auch dürfte er wegen der ungeheueren Zahl gleichartiger Beob- 
achtungen, die dazu unumgänglich wäre, nicht wol erbracht werden 
können. Daneben kann es aber selbstverständlich auch solche 
Fehler-Quellen geben, welche für eine ganze Reihe von Beobach- 
tungen gleichmässig in Betracht kommen. Die Theorie pflegt 
diese als „constante** Fehler von jenen anderen, welche sie die 
ifZuföUigen* nennt, zu unterscheiden und, da die constanten 
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offenbar in keiner Weise Gegenstand der Wahrscheinlichkeits- 
ßechnung sein können, ihre Untersuchungen ausdrücklich auf die 
zufälligen einzuschränken. Hierdurch wird nun freilich die Theorie 
sehr einfach, aber entsprechend der Nutzen derselben sehr be- 
schränkt; jedesmal sind noch, wenn wir die wirkliche Ge- 
nauigkeit eines aus vielen einzeben Beobachtungen ermit- 
telten Ergebnisses beurteilen wollen, Erwägungen darüber erfor- 
derlich, ob etwa die Methode, welche allen gemeinsam war, con- 
stante, nicht zufällige, Fehler einschliesst, Erwägungen, für welche 
allgemeine Eegeln in keiner Weise gegeben werden können. 
Ausserdem muss bemerkt werden, dass die in der Fehler-Theorie 
übliche Unterscheidung des Constanten und des Zußllligen keine 
erschöpfende ist. Denn es kann recht wol auch Fehler-Quellen 
geben, welche, zufällig variirend, eine Anzahl aufeinander- 
folgender Beobachtungen in gleichem Sinne beeinflussen; diese 
wären also weder vollkommen constante, noch auch in dem hier 
gebrauchten Sinne vollkommen zufallige. An das Vorhanden- 
sein auch solcher Fehler - Quellen zu denken ist namentlich 
dann nicht überflüssig, wenn wir aus einer grossen Eeihe von 
Beobachtungen das Präcisions-Maass derselben ermittelt haben, 
und dieses in Anwendung bringen, um die Genauigkeit des Er- 
gebnisses einer kleinen Zahl von successiven Beobachtungen zu 
beurteilen. Es ist unter diesen Umständen notwendig, die Mög- 
lichkeit nicht nur constanter, sondern auch zuföllig aber für 
mehrere Fälle gleichsinnig variirender Fehler sorgfältig zu be- 
rücksichtigen. 

Was endlich den letzten hier zu erwähnenden Punkt, die 
Chancen-Gleichheit der Einzelfälle anlangt, so ist kein Zweifel, 
dass die Umstände, welche die jedesmaligen Fehler bedingen, 
sich der speciellen Kenntniss so vollständig entziehen, dass wir 
jeden individuellen Fall nach der durchschnittlichen Chance 
derjenigen Kategorie, der er angehört, beurteilen dürfen. Nicht 
überflüssig aber ist die Bemerkung, dass dieses im Voraus 
bestehende Verhältniss zuweilen während der Beobachtung selbst 
sich ändert nud nicht mehr besteht, nachdem dieselbe ausge- 
führt ist. Gar nicht selten gewinnen wir bei der Anstellung 
einer Beobachtung die Ueberzeugung, unter besonders günstigen 

Ton Kries, Wahrscheinlicbkeits-Bechnang. 15 
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Umständen gearbeitet und ein vorzugsweise genaues Resultat 
gewonnen zu haben, oder auch wol die gegenteilige. Dies 
ist von grosser Wichtigkeit, da ja die Wahrscheinlichkeit 
der grösseren oder geringeren Genauigkeit der Beobachtungen 
nicht in Betracht kommt, um Erwartungen bezüglich erst auszu- 
führender zu bilden, sondern vielmehr verwendet werden soll, 
um nach Ausführung derselben die Genauigkeit ihres Resultats 
zu beurteilen. Man ersieht hieraus, dass die Einführung der im 
Voraus anzunehmenden Wahrscheinlichkeit in die Beurteilung 
der an die Ergebnisse zu knüpfenden Schlüsse auf der Voraus- 
setzung beruht, dass die Ausführung der Beobachtung uns keinerlei 
Anhalt gewährt, ihr eine grössere oder geringere Genauigkeit 
zuzuschreiben. 

4. Aus dem Bisherigen ergiebt sich, dass eine numerische 
Wahrscheinlichkeit für die Fehler -Beträge meist mit grosser 
Annäherung angegeben werden kann, wenn die relative Häufig- 
keit grösserer und kleinerer Fehler aus einer hinreichend aus- 
gedehnten Reihe möglichst gleichartiger Beobachtungen be- 
stimmt worden ist. Diese Bestimmung wird nun im höchsten 
Grade vereinfacht, ja es wird die Anwendung der Wahrschein- 
lichkeits- Rechnung auf die Fehler -Theorie eigentlich erst in 
grösserem Umfange möglich dadurch, dass man annimmt, es 
regele sich die relative Häufigkeit der verschiedenen Fehler- 
Beträge stets in einer ganz bestimmten, mathematisch formulir- 
baren Weise; die jedesmalige Ermittelung hat demgemäss nicht 
erst zu suchen, welche Art von Funktional- Verhältniss zwischen 
Wahrscheinlichkeit und Fehler-Grosse Statt findet, sondern sie liat 
in dieser allemal gleichen funktionellen Beziehung nur einen 
Zahlenwert zu bestimmen. Es wird nämlich angenommen, dass 
bei Beobachtungen, welche unter bestimmten allgemeinen Be- 
dingungen ausgeführt werden, die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 
im Betrage zwischen x und x + dx dem Werte e~^*^^*dx pro- 
portional sei. Es ist dies die von Legendre und von Gauss 
aufgestellte Annahme, auf welche bekanntlich die sogenannte 
Methode der kleinsten Quadrate sich gründet. Diese Annahme 
ist erstlich ausreichend, um aus jeder Reihe gleichartiger Be- 
obachtungen denjenigen Wert zu finden, welcher als der wahr- 
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scheiülichste angesehen werden rauss; sie ermöglicht femer, durch 
die Ermittlung lediglich des in jene Formel eingehenden Wertes 
h die Wahrscheinlichkeit verschiedener Fehler-Beträge, sei es für 
die einzelnen Beobachtungen, sei es für ein durch die Combina- 
tion mehrerer erhaltenes Ergebniss, anzugeben. Der Wert h 
ist es, welchen man als das Präcisionsmaass einer gewissen 
Art von Beobachtungen bezeichnet. 

Wiewol nun vielfältig Versuche gemacht sind, dieses „Fehler- 
Gesetz" ganz allgemein und voraussetzungslos zu beweisen, so ver- 
steht es sich doch von selbst, dass ein solcher Beweis immer nur 
in Anknüpfung an ganz bestimmte, bei der Ausführung der Ver- 
suche verwirklichte Verhältnisse geführt werden kann. Unter 
welchen Voraussetzungen und in wie weit das Fehler-Gesetz als 
giltig zu betrachten ist, das hat in vollständigster und völlig 
einleuchtender Weise B es sei in der vorhin schon erwähnten Ar- 
beit dargelegt. Es geht aus derselben hervor, dass die Gauss'sche 
Annahme in der That mehr ist, als eine einigermaassen plausible 
und durch die Einfachheit der mathematischen Form sich empfeh- 
lende. Es resultirt nämlich für die Wahrscheinlichkeit verschie- 
dener Beträge eines Gesammt-Fehlers allemal dann sehr annähernd 
die von Gauss angenommene Fimktion e~^'^*, wenn derselbe 
durch das imabhängige Zusammenwirken sehr vieler elementarer 
Fehler zu Stande kommt, ganz ohne Rücksicht darauf, welche 
Wahrscheinlichkeit für die grösseren oder kleineren Beträge jedes 
einzelnen von diesen in Anrechnung zu bringen ist. Nur zwei 
Voraussetzungen sind dabei zu machen : erstlich, dass für jeden 
elementaren Fehler gleiche positive und negative Beträge gleich 
wahrscheinlich sind; zweitens, dass nicht die mittleren Werte 
eines oder weniger derselben die aller anderen an Grösse sehr 
erheblich übertreffen. Man sieht leicht, dass die letztere Voraus- 
setzung nur eine fast selbstverständliche nähere Bestimmung der 
Haupt-Annahme ist, dass der Fehler durch das Zusammenwirken 
vieler einzelner bestimmt werde; man würde dies nicht mehr 
behaupten können, wenn er ganz überwiegend nach dem Werte 
eines oder weniger sich richtete, gegen welche alle übrigen nicht 
wesentlich in Betracht kämen. ~ Dass nun solche Verhältnisse 
sehr häufig realisirt sind, ist eine nicht ungerechtfertigte An- 
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nähme, üeberlegungen, wie die oben schon mitgetheilten, lehren 
uns die grosse Zahl der in eine Beobachtung eingehenden un- 
abhängigen Fehler kennen. Ausserdem wird, wie Bessel gewiss 
mit Recht anführt, eine complicirte Beobachtung stets möglichst 
so eingerichtet, dass ihre einzelnen Proceduren mit Bezug auf 
das Endresultat etwa gleiche Genauigkeit besitzen, aus dem 
einfachen Grunde, weil es ganz überflüssig wäre, einem Teile 
derselben sehr grosse Genauigkeit zu verleihen, wenn diese wegen 
der Unsicherheit anderer Teile das Resultat doch nicht ver- 
bessern würde. Hieraus resultirt also schliesslich, dass das 
Gauss'sche Fehler-Gesetz als eine annähernd richtige und be- 
queme Annahme für sehr viele Arten von Beobachtungen be- 
trachtet werden darf. Dieser Schluss erhält eine sehr wünschens- 
werte Bestätigung durch die thatsächlichen Ergebnisse grösserer 
Beobachtungs-Reihen, welche in der That das Auftreten grösserer 
imd kleinerer Abweichungen annähernd in der nach der Gauss'schen 
Annahme zu erwartenden Häufigkeit zeigen. Als Beleg hierfür 
möge die folgende Tabelle (eine der von Bessel a. a. 0. mitge- 
teilten) dienen, welche sich auf 470 Beobachtungen von Bradley 
bezieht. Dieselbe enthält im zweiten Stabe die factische, im 
dritten die der Theorie nach zu erwartende procentische Häufig- 
keit deijenigen Beobachtungs- Resultate, deren Fehler (genauer 
deren Abweichungen von dem wahrscheinlichsten Werte) inner- 
halb der im ersten Stabe aufgeführten Grenzen liegen ; der vierte 
Stab, welcher die Differenz zwischen Theorie und Erfahrung 
angiebt, lässt erkennen, wie geringfügig diese, wie gut die 
Uebereinstimmung ist. 
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Auf der anderen Seite zeigt nun aber Bessel, dass auch 
Umstände vorkommen können, in welchen wesentlich die zu- 
fälligen Einwirkungen einer Fehler-Quelle für die Güte des 
Beobachtungs-Resultats bestimmend werden, und dass alsdann 
oft ganz andere Verhältnisse der Wahrscheinlichkeiten grosser 
und kleiner Fehler als die der Gauss 'sehen Formel entsprechen- 
den Platz greifen. In solchen Fällen treffen also die gewöhn- 
lichen Annahmen nicht zu, und die Anwendung der Methode 
der kleinsten Quadrate würde zu falschen Resultaten führen. 

In diesen Untersuchungen Besser s liegt, soviel ich sehe, 
Alles, was zu einer richtigen Würdigung der dem Fehlergesetz 
zukommenden Bedeutung erforderlich ist, und auch Alles, was 
in dieser Hinsicht allgemein beigebracht werden kann; jede 
weitere Erwägung wird von den besonderen Verhältnissen der 
jedesmaligen Beobachtungs-Methoden ausgehen müssen. 

5. In den bisher erwähnten Punkten zeigte sich eine an- 
genäherte, aber nicht genaue, eine sehr vielfache, aber nicht 
durchgängige Giltigkeit der der mathematischen Behandlung der 
Fehler-Theorie zu Grunde zu legenden Annahmen. Es lässt sich 
noch in einer Anzahl weiterer Hinsichten etwas Aehnliches be- 
merklich machen, sofern die Verfahrungsweisen fast immer mit 
kleinen, oft auch mit grösseren Willkürlichkeiten behaftet sind. 
Zu den ersteren gehört es, wenn wir, wie früher (S. 123) be- 
schrieben, einen apriorischen Wahrscheinlichkeits-Ansatz aufstellen, 
um mit Hülfe derselben für die einem Beobachtungs - Resultat 
zuzuschreibende Sicherheit und Genauigkeit eine zahlenmässige 
Bezeichnung zu gewinnen. Wir zeigten dort, dass solche apriorische 
Wahrscheinlichkeits-Ansätze stets willkürlich sind, in der Regel 
in einer geradezu unrichtigen Weise gemacht werden, dass dies 
aber ohne praktische Bedeutung ist, weil der Einfluss dieser Will- 
kürlichkeit auf das schliesslich interessirende Resultat ein äusserst 
geringfügiger ist. 

Diesem Verhalten können wir andere anschliessen, in welchen 
eine gewisse Willkürlichkeit der Methode sich noch unmittelbarer 
bemerklich macht ; dies ist z. B. der Fall, wenn es erforderlich 
ist, Beobachtungen verschiedener Art mit einander zu combiuiren, 
und man Veranlassung hat, die einen für genauer als die anderen 
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zu halten, ohae dass aus der Beobachtungs-Beihe selbst sich für 
das Pracisionsmaass derselben bestimmte Anhaltspunkte ergeben. 
Es ist dann notwendig, über die den verschiedenen Beobachtungen 
beizulegenden „Gewichte** irgend eine willkürliche Festsetzung 
zu treffen; man fuhrt etwa das Eesultat eines Beobachters mit 
dem doppelten oder dreifachen Gewicht in die Rechnung ein, 
wie die eines anderen^). Hier ist dann die Willkürlichkeit der 
Taxirung ohne Weiteres ersichtlich. 

Wenn nun den sämmtlichen Voraussetzungen der Fehler- 
Theorie eine nur approximative und nicht universale Geltung 
zugestanden werden kann, so werden wir die Tragweite dieses 
Resultats weder zu hoch noch zu niedrig veranschlagen dürfen. 
Es ist zunächst zu berücksichtigen, dass es in den allermeisten 
Fällen völlig ausreichend ist, wenn man den Resultaten eine 
approximative Giltigkeit zuschreiben kann. Ob der wahrschein- 
liche Fehler einer bestimmten Angabe etwas grösser oder kleiner 
angenommen wird, ist im Allgemeinen nicht sehr wichtig. Welche 
Werte anderseits auf Gnmd bestimmter vorliegender Beobach- 
tungen für die wahrscheinlichsten zu halten sind, das ergiebt 
sich in einer Weise, die durch geringfügige Modificationen 
der Voraussetzungen sich nur ganz ausserordentlich wenig ver- 
ändern würde. So würde es z. B. praktisch ganz ohne Bedeutung 
sein, wenn wir das Gauss 'sehe Fehlergesetz durch ein wenig 
abweichendes, z. B. ein solches, demzufolge die sehr grossen 
Fehler-Beträge als ganz unmöglich zu betrachten wären, ersetzen 
wollten. Ebenso ist es praktisch belanglos, dass in den apriorischen 
Wahrscheiulichkeits-Ansätzen eine gewisse Willkürlichkeit besteht. 
Es ist femer notwendig, sich darüber klar zu werden, dass, was 
hier erreicht wird, in der Regel das einzige überhaupt Erreich- 
bare ist. Eine ganz allgemeine Methode der Beobachtungs- Ver- 
wertung, welche in jedem Falle imter Ausschluss jedes Zweifels und 
jeder Willkür diejenigen Resultate lieferte, die als die wahr- 
scheinlichsten angesehen werden müssten, eine solche universale 
Methode kann es der Natur der Sache nach gar nicht geben. 
Aber auch in den einzelnen Fällen ist das gesammte logische 

1) Vgl. z. B. Hagen , Grund züge der Wahrscheiulichkeits-Rechnung. 
S. 54. 
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Verhältniss ein derartiges, dass es eine scharfe numerische Dar- 
stellung eben nicht zulässt; der Wunsch, zu einem solchen zu 
gelangen, ist ein gänzlich unerfüllbarer, und keine Detaillirung 
der Annahmen und Verwickelung der Rechnung wird die be- 
stehende Unsicherheit und Willkürlichkeit gänzlich beseitigen 
können. Vor Allem aber muss betont werden, dass die Ge- 
winnung einer bestimmten Methodik für die Combination vieler 
Beobachtungen schon an sich einen grossen und wichtigen Port- 
schritt darstellt. In irgend einer Weise muss eben eine solche 
Combination Statt finden ; eine bestimmte Regel hierfar beseitigt 
wenigstens im Einzelfalle Unsicherheit, Willkür und die Möglich- 
keit ganz beliebiger und uncontrolirbarer Verfahrungsweisen. Dies 
bliebe von Wert, selbst wenn zugegeben werden müsste, dass 
jene Normirung selbst eine einigermaassen willkürliche, die Vor- 
aussetzungen derselben nicht ganz genaue sind. — Es erscheint 
hiernach zulässig und indicirt, sich in den meisten Fällen mit 
der Methode der kleinsten Quadrate und ihren Ergebnissen be- 
friedigt zu erklären und es dabei bewenden lassen, schon weil 
nichts Besseres an ihre Stelle gesetzt werden kann. Auf der 
anderen Seite wird aber die nicht selten zu findende Ueberschätzuug 
derselben und ihrer fundamentalen Annahmen vermieden werden 
müssen. Auf zwei Punkte möchte ich hier hauptsächlich hin- 
weisen. Erstlich ist es ganz verkehrt, das Gauss'sche Fehler- 
Gesetz als ein in irgend welchen Fällen absolut und streng 
giltiges anzusehen. Wenn es auch mit Bezug auf die haupt- 
sächlich interessirenden Resultate einflusslos ist, ob man sehr 
grosse Fehler als äusserst unwahrscheinlich oder als unmöglich 
ansieht, so ist doch im Interesse der Deutlichkeit und Correctheit 
der Vorstellungen zu fordern, dass hierüber keine falschen Be- 
hauptungen in den Lehrbüchern sich einbürgern. 

Es ist daher nicht zu billigen, wenn Hagen*) die That- 
sache, dass sehr grosse Beobachtungs- Fehler nie vorkommen, auf 
die, nach der Gauss 'sehen Formel ihnen zukommende, kolossale 
UnWahrscheinlichkeit zurückführt. Die der Formel zu Grunde 



1) A. a. 0. S. 31. 
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liegende Voraussetzung unendlich vieler elementarer Fehler ist 
eben doch keine streng zutreffende. Mag man zugeben, dass, wie 
Hagen hervorhebt, beim Zurückgehen auf immer entferntere Fehler- 
Ursachen die Zahl derselben immer grösser und grösser wird, so muss 
doch in Betracht gezogen werden, dass auch ihr Einfluss auf das 
Eesultat dem entsprechend immer geringer wird. Aiusserdem aber 
kommen bei einer gewissen Häufung der Fehler immer Momente 
ganz neuer Art ins Spiel, welche es definitiv immöglich machen, dass 
der Fehler des Resultats gewisse Grenzen überschreitet. Hierher 
gehört z. B. schon die Begrenztheit unserer Maassstäbe: dass 
man einen Abstand, der in Wirklichkeit 10 Centimeter beträgt, 
= 1 Kilometer oder ^ Millimeter findet, das ist offenbar durch 
absolut gar keine Configuration der allgemeinen Umstände, durch 
gar keinen besonderen Zufall herbeizuführen, es ist schlechterdings 
unmöglich. Das Fehler-Gesetz hat seine Bedeutung für die kleinen 
und massig grossen Fehler; es aber auf die sehr grossen Fehler, 
die thatsächlich nie vorkommen, auszudehnen, und diesen die 
Wahrscheinlichkeiten von der dort angeführten Grössen-Ordnung 
zuzuschreiben, das ist, wiewol für die praktische Anwendung der 
Methode ganz unschädlich, doch in einer allgemeinen Exposition 
der Theorie durchaus unzulässig. 

Für wichtiger muss ich den zweiten hier zu erwähnenden 
Punkt halten. Es ist eine gar zu nahe liegende, und durch die 
verbreitete Meinung über die Bedeutung der Wahrscheinlichkeits- 
Rechnung noch besonders begünstigte Vorstellung, dass, wenn 
irgend welche Beobachtungen nach den Vorschriften der Theorie 
verwertet, ein gewisses Resultat als das wahrscheinlichste heraus- 
gebracht, und der wahrscheinliche Fehler desselben bestimmt 
worden ist, hiermit nun definitio und ohne jede Wider- 
rede festgestellt sei, wie das betreffende Resultat beurteilt 
und welcher Grad von Sicherheit ihm zugeschrieben werden 
müsse. Dieser Vorstellung gegenüber kann nicht nachdrücklich 
genug darauf hingewiesen werden, dass keine Fehler-Theorie und 
keine Wahrscheinlichkeits-Rechnung dies leistet, dass vielmehr jede 
von Voraussetzungen ausgeht, welche in jedem besonderen Falle 
geprüft werden müssen. Ob constante Fehler in die Beobachtung 
hineinkommen können, ob das Fehler-Gesetz zutrifft oder etwa 
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einzelne Fehlerquellen, welche einem anderen Wahrscheinlichkeits- 
Gesetz folgen, sich überwiegend geltend machen, ob gewisse Be- 
obachtungen noch unter denselben allgemeinen Bedingungen aus- 
geführt worden sind, wie gewisse andere: all das sind Fragen, 
die man sich vorzulegen hat, und von deren Beantwortung der 
den Eesultaten zuzuschreibende Wert ganz wesentlich abhängt. 
Immer handelt es sich hier um Verhältnisse, welche eine nu- 
merische Bestimmung und ebenso auch die Aufstellung allgemein 
giltiger Vorschriften gänzlich ausschliessen. Dass die allgemeinen 
Darstellungen der Fehler-Theorie diesen Punkt nicht genügend 
berücksichtigen, liegt in dem Irrtum, dass die Wahrscheinlich- 
keits-Ziffern den jeweiligen Wissens-Zustand stets in erschöpfen- 
der Weise zum Ausdruck bringen, tief begründet. Dagegen ist 
es mir nicht zweifelhaft, dass die meisten Naturforscher, welche 
mit Anwendungen der Fehler-Theorie zu thun haben, in diesem 
Punkte sich keiner Illusion hinzugeben pflegen. Ein Physiker, 
der von irgend einer neuen Beobachtung Kenntniss nimmt, wird, 
wenn er gegen die Methode irgend welche Bedenken hat, sich 
sehr wenig dadurch imponiren lassen, dass der wahrscheinliche 
Fehler der Resultate sehr klein angegeben wird; vielmehr dürfte er 
unmittelbar einsehen, dass eine solche Angabe zunächst von durch- 
aus zweifelhaftem Werte ist. Insbesondere ist dies der Fall, wenn 
an die Möglichkeit constanter Fehler zu denken ist, oder wenn 
die Genauigkeit der Methode in einer Reihe von Vorversuchen 
ermittelt und dann als auch den später angestellten definitiven 
Beobachtungen zukommend angesehen wird. 

6. Wir wenden uns zu dem umfangreichen Gebiete der 
Massenerscheinungen der menschlichen Gesellschaft. 
Wie die Statistik lehrt, zeigen fast alle diejenigen Fälle mensch- 
lichen Thuns oder Leidens, welche wir in sehr häufiger gleich- 
artiger Wiederholung zu beobachten Gelegenheit haben, über- 
einstimmend die Erscheinung, dass die Zahlen, in welchen sie 
während gewisser grösserer Zeit-Abschnitte innerhalb eines be- 
stimmten Gemeinwesens sich ereignen, eine mehr oder weniger 
genaue Regelmässigkeit einhalten. Diese Regelmässigkeit besteht 
entweder in einer annähernden Constanz der absoluten Werte, 
oder in einem annähernd constanten Verhältniss zu einer andern 
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Zahl, insbesondere zu der Gesamnit-Zahl der dem betreffenden 
Gemeinwesen angehörenden Individuen. 

Mögen wir imsere Aufmerksamkeit auf die Zahl der Ge- 
burten, der Eheschliessungen, der Todesfälle richten, mögen wir 
die Zahl begangener Verbrechen oder geführter Prozesse er- 
mitteln, oder mögen wir Erhebungen darüber anstellen, wie viel 
von allen der Post übergebenen Briefen mit einer ungenügenden 
Adresse versehen sind: wir finden in gleicher Weise von Jahr 
zu Jahr zwar nicht genau dieselben, aber doch nur in engen 
Grenzen schwankende Verhältnisse. Jedesmal scheint demgemäss 
auch die Erwartung berechtigt, dass in einem kommenden Jahre 
wiederum annähernd Gleiches sich realisiren werde. 

Stellen wir in Bezug auf diese Dinge dieselben Erwägungen 
an, wie vorhin bezüglich der Beobachtungs-Pehler, so überzeugen 
wir uns leicht, dass wir uns hier in ganz ähnlicher Weise Ver- 
hältnisse vorstellen dürfen, welche jene Erwartung bezüglich einer 
annähernden Constanz durchschnittlicher Resultate dem Princip 
der Spielräume gemäss begründen. Auch hier sind allgemeine 
Verhältnisse denkbar, darin bestehend, dass manche Dinge sich 
in bestimmter Weise dauernd constant erhalten, in Bezug auf 
andere das häufig wiederholte Vorkommen in annähernd bestimmter 
Gesammt-Menge behauptet werden kann, während der Modus 
räumlicher und zeitlicher Verteilung im Einzelnen sich der 
Kenntniss entzieht. So erschiene es im Allgemeinen verständlich, 
dass die Verhältnisse, in denen Jemand lebt, eine gewisse all- 
gemeine Bezeichnung zulassen, und dass die Kenntniss derselben in 
Verbindung mit der des Alters und des Gesundheits-Zustandes 
des betreffenden Individuums eine annähernd bestimmbare Chance 
dafür ergiebt, dass dasselbe im Laufe eines Jahres sterben werde. 
Wir würden hierbei uns zu denken haben, dass eine Reihe von 
Schädlichkeiten, meteorologische Einflüsse, Contagien u. s. w. 
in gewissem Gesammt-Betrage zur Erscheinung kommen müssten, 
während es von den Besonderheiten ihrer Gruppirung abhinge, 
ob für die in Frage stehende Persönlichkeit eine derselben tödtlich 
wird oder nicht. Wir könnten auch in denjenigen Umständen, welche 
die Entstehung und die Veränderungen der Menschen beherrschen, 
allgemeine Bestimmungen uns wenigstens denken, welche in ähn- 
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lieber Weise für die in gewissem Alter stehenden Individuen eine 
bestimmte relative Möglichkeit dieser oder jener besonderen, für 
die Wahrscheinlichkeit des Sterbens ebenfalls Wesentlichen, leib- 
lichen Beschaffenheit repräsentirten. Wenn wir ferner bedenken, 
dass bei der sehr grossen Zahl ähnlicher Fälle, dem wiederholt 
erwähnten mathematischen Satze zufolge, immer mit grösster 
Wahrscheinlichkeit zu erwarten ist, dass die durchschnittliche 
Häufigkeit einer Erscheinung nahezu der Total-Möglichkeit der- 
selben in jedem Einzelfalle entspricht, so werden wir die Erwartung 
einer annähernden Constanz derartiger durchschnittlicher Eesultate 
zu der verständlichen Annahme des annähernden Gleichbleibens 
gewisser allgemeiner Bestimmungen in eine durchsichtige Be- 
ziehung zu setzen vermögen. In ähnlicher Weise würden wir 
uns ohne Schwierigkeit die allgemeinen Bedingungen bezüglich 
anderer Vorgänge, z. B. Eheschliessungen u. dergl. verdeutlichen 
können, obwol es im Allgemeinen nicht leicht sein wird, die- 
jenigen Verhältnisse scharf zu bezeichnen, deren Gleichbleiben ohne 
Rücksicht auf das Princip der Spielräume vermutet werden darf. 
7. Eine andere Frage ist es nun, ob auf diesem Gebiete für 
irgend welche Erwartungen bestimmte numerische Wahrschein- 
lichkeiten angegeben werden können. Da von einer directen 
Bestimmung der in Frage kommenden allgemeinen Verhältnisse 
keine Eede sein kann, so sind wir selbstverständlich auf eine 
empirische Ermittelung angewiesen. Mit Hilfe einer solchen 
erfahren wir ohne Schwierigkeit die Total-Möglichkeiten, welche 
die allgemeinen Bedingungen für so oder so verlaufende Einzel- 
fälle repräsentirten. Um aber von dieser Feststellung zu der Angabe 
numerischer Wahrscheinlichkeiten zu gelangen, sind die früher er- 
örtertea Voraussetzungen erforderlich, die Chancen-Gleichheit der 
Einzelfälle, die Constanz der allgemeinen Verhältnisse, die Unab- 
hängigkeit der Einzelfälle von einander, Voraussetzungen, welche 
zum Teil durch einfache üeberlegung, zum Teil auch empirisch 
geprüft werden können. Nur weniger Worte bedarf es mit Bezug 
auf den ersten Punkt; das Verhältuiss der Möglichkeiten, welche 
die allgemeinen Verhältnisse dafür constituiren, dass ein Mann 
zwischen 40 und 41 Jahren und dafür, dass ein Mann im Alter 
von mehr als 41 Jahren sterbe: dieses Verhältniss misst nicht 
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die Wahrscheinlichkeit, mit welcher wir den Tod eines bestimmten 
jetzt 40 Jahre alten Mannes im Laufe der nächsten zwölf Monate 
zu erwarten haben. Ich will hierauf und auf ähnliche Dinge 
nicht nochmals eingehen, da sie bereits oben erwähnt und hin- 
länglich erörtert wurden^ 

Was ferner die Gesammt-Resultate vieler künftiger Fälle 
anlangt, so hängt hier die Möglichkeit, unseren Erwartungen 
bestimmte Wahrscheinlichkeits- Werte zuzuschreiben, vor Allem 
davon ab, ob eine wirkliche Constanz der allgemeinen Verhältnisse 
angenommen werden darf; dies ist eine Frage, die, wie wir sahen, 
empirisch mit einiger Sicherheit beantwortet werden kann. Mit 
Bezug auf dieselbe sind wir nun in der Lage, uns an 
die Ergebnisse der ausgedehnten Untersuchungen von Lexis^) 
halten zu können. Lexis unterscheidet zwei Arten solcher 
Erscheimmgs- Reihen. Die einen, welche er typische nennt, 
sind dadurch charakterisirt, dass in ihnen ein constantes nu- 
merisches Verhältniss sich dauernd geltend macht und zum Aus- 
druck kommt. Solche Reihen zeigen das dauernde Bestehen ge- 
wisser allgemeiner Verhältnisse an; sie entsprechen einem nach 
bestimmten Regeln dauernd fortgesetzten Zufalls -Spiel. Dabei 
kann im Allgemeinen die Rolle des Zufalls, es können mit 
andern Worten die Regeln desjenigen Spiels, dem eine solche 
Reihe zu vergleichen ist, noch ganz verschieden sein ; so kann es 
typische Wahrscheinlichkeits-Grössen mit normaler oder mit über- 
normaler Dispersion geben. Die anderen Reihen heissen symp- 
tomatische; sie charakterisiren einen mehr oder weniger ver- 
änderlichen Zustand der menschlichen Gesellschaft. Es ist nun 
Lexis „eigentlich nur in einem einzigen Fall gelungen, eine 
unzweifelhaft typische Wahrscheinlichkeits-Grösse mit normaler 
Dispersion aufzufinden ; imd zwar ist dies die Wahrscheinlichkeit 
einer Knaben- oder Mädchen -Geburt"; und es lässt sich be- 
haupten, dass „die menschlichen Massenerscheinungen ganz über- 
wiegend zu symptomatischen Reihen führen* 2). Da nun die 



1) Lexis, Zur Theorie der Massenerscheiuuugen in der menscblicbeii 
Gesellschaft. Freiburg 1877. 

2) A. a. 0. S. 64 u. 91. 
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Angabe einer numerischen Wahrscheinlichkeit hinsichtlich eines 
Durchschnitts-Kesultates vieler gleichartiger Fälle kaum von 
einer anderen Voraussetzung ausgehen kann, als von der einer 
Constanz der allgemeinen Bedingungen und voller Unabhängigkeit 
der EinzelföUe, mit anderen Worten von der Annahme, es handle 
sich um eine typische Wahrscheinlichkeits-Grösse mit normaler 
Dispersion, so ergiebt sich hieraus ohne Weiteres, dass abgesehen 
von dem Geschlechts- Verhältniss der Geborenen, in keiner Bezie- 
hung eine numerische Wahrscheinlichkeit för dieses oder jenes 
Geschehen angegeben werden kann. Die gleiche Ansicht scheint 
auch Lexis seinen Untersuchungen zu entnehmen; so sagt er z. B.: 
„die absoluten Jahreszifiern der Selbstmorde in den Culturländern 
bilden entschieden eine symptomatische, descriptive Eeihe, die 
mit gewissen gesellschaftlichen Evolutionen parallel läuft. 
Dividirt man diese Zahlen durch die der gleichzeitigen Bevöl- 
kerung, so könnte man diese Verhältnisse allenfalls in dem oben 
dargelegten Sinne als empirische Werte von zusammengesetzten 
Total- Wahrscheinlichkeiten betrachten ; da man aber die abstracten 
Wahrscheinlichkeiten im Grossen und Ganzen von Jahr zu Jahr 
um eine veränderliche Grösse wachsend annehmen musste, so wäre 
eine nutzbringende theoretische Behandlung jener Verhältnisse 
nach den Regeln der Wahrscheinlichkeits-ßechnung doch nicht 
möglich, weil man weder mit zufälligen Aenderungen eines 
typischen Werts, noch mit einer Grösse zu thun hat, die nach 
einer bestimmten Norm mit der Zeit fortschreitet** ^). Aehnlich 
spricht sich Lexis an einer anderen Stelle aus. „Formell freilich 
kann man jeden Einzelwert einer symptomatischen Reihe als 
Näherungswert einer abstracten Wahrscheinlichkeits-Grösse be- 
trachten; aber da man weiter annehmen muss, dass sich die zu 
Grunde liegende Wahrscheinlichkeit selbst von Jahr zu Jahr 
oder von irgend einer Zeitmaassstrecke zur andern in einer uns 
unbekannten Weise ändert, so ist mit solcher Einführung des 
Wahrscheinlichkeits-Begriflfes wenig gewonnen** ^). 

Unter diesen Umständen bleibt nun eine ausgedehntere Auf- 
stellung numerischer Wahrscheinlichkeiten nur noch in einer 

1) A. a. 0. S. 83. 

2) A. a. 0. S. 91. 
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Hinsicht denkbar, nämlich mit Bezug auf die Rückschlüsse, welche 
aus statistischen Ergebnissen auf die etwaigen Veränderungen 
der allgemeinen Umstände gemacht werden. Wir zeigten schon 
oben, dass die Sicherheit eines derartigen Schlusses eine ganz 
verschiedene sein kann, je nach den Verhältnissen, welche wir 
hierbei in's Auge fassen. Es erscheint mir aber kaum zweifel- 
haft, dass es den meisten Erscheinungen gegenüber nicht ge- 
lingen wird, solche allgemeine Umstände zu definiren, dass bei 
der Constanz derselben eine normale Dispersion der Reihen- 
Ergebnisse sich würde erwarten lassen. Die allgemeinen Umstände 
z. B., welche die Mortalität bestimmen, könnten wir uns in ein- 
fachster Weise durch die Angabe bezeichnet denken, für wie 
viele Individuen die Chance in einem Jahre zu sterben, zwischen 
und 0,1, 0,1 und 0,2, 0,2 und 0,3 etc. gelegen ist. Die in 
dieser Art fixirten Umstände würden, wie wir früher gezeigt haben, 
bei dauerndem Bestehen eine unternormale Dispersion erwarten 
lassen, und zwar desshalb, weil jedesmal in bestimmtem Zahlen- 
Verhältniss Fälle mit sehr verschiedenen Chancen vereinigt, wären. 
Es gehörte bei dieser Auffassung das Verhältniss alter und junger, 
gesunder und kränklicher, in guter und schlechte* Vermögenslage 
lebender Individuen mit zu den allgemeinen Umständen. Diese 
müssten in der beobachteten Sterblichkeits-Zahl einen strengeren 
und vom Zufall weniger abhängigen Ausdruck finden, als es die 
Annahme normaler Dispersion würde vermuten lassen. Bezüglich 
entfernterer Ursachen, deren Constanz in den eben genannten 
Verhältnissen noch zufällige Schwankungen zuliesse, wird dagegen 
das Gleiche nicht der Fall sein. Solche aber bestimmt zu be- 
zeichnen erscheint kaum möglich, und noch weniger wird man 
mit Bezug auf irgend welche derartige allgemeinen Verhältnisse 
eine Unabhängigkeit der Einzelfälle behaupten dürfen. Die aller- 
meisten und gerade diejenigen, bezüglich deren etwas zu erfahren 
uns am meisten interessiren könnte, sind zweifellos derart, dass 
sie zufällige Schwankungen zulassen, welche für eine grössere Zahl 
zusammengehöriger Individuen in gleichem Sinne sich geltend 
machen. — So gelangen wir schliesslich zu folgendem Resultat: 
wenn man aus den Veränderungen, welche die Gesammt-Zahlen 
irgend welcher Erscheinungen in der menschlichen Gesellschaft 
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von Jahr zu Jahr zeigen, einen Schliiss auf die Variation gewisser 
allgemeiner Bedingungen ziehen will, so unterliegt dies im All- 
gemeinen keinem Bedenken ; will man aber diesem Schlüsse einen 
zahlenmässig bestimmten Grad von Sicherheit und Genauigkeit 
vindiciren, so ist dies ein Unternehmen, welches vor Allem eine 
genauere Bestimmung darüber erfordert, was unter jenen allge- 
meinen Umständen zu verstehen sei, sobald aber diese versucht 
wird, sich als unmöglich herausstellt. 

8. Wenn wir so zu der Auffassung gelangen, dass im Ge- 
biete der Massenerscheinungen der menschlichen Gesellschaft eine 
zutreffende Angabe numerischer Wahrscheinlichkeit fast nirgend 
gemacht werden kann, so ist es wünschenswert, die Consequenzen 
derselben noch etwas genauer festzustellen, und namentlich auch 
zu sehen, wie weit wir uns mit geläufigen und anerkannten An- 
schauungen in Widerspruch setzen. Man ist gewohnt, die Be- 
deutung der Wahrscheinlichkeits- Rechnung gerade diesen Er- 
scheinungen gegenüber als eine so hohe, ihren Nutzen als einen 
durch so vielfältige Erfahrungen bewährten anzusehen, dass diese 
allgemeine Verwerfung derselben einigermaassen bedenklich er- 
scheint. Die genauere Prüfung zeigt indessen, dass überall ein 
praktisches Interesse sich ganz ausschliesslich daran knüpft, dass 
eine einigermaassen annähernde Constanz durchschnittlicher Ver- 
hältnisse vernünftiger Weise erwartet werden kann. Die Begrün- 
dung dieser Erwartung erfordert, wie schon früher eingehender 
erörtert wurde, nur eine ganz allgemeine Heranziehung des Prin- 
cipes der Spielräume, die numerische Bezeichnung irgend einer 
bestimmten Wahrscheinlichkeit kommt aber ganz und gar nicht 
in Frage. Für eine Lebens-Versicherungs- Anstalt z. B. ist es 
äusserst wichtig, zu wissen, dass im Laufe eines Jahres in einer 
gewissen Alters-Classe annähernd so und so viele Todesfälle vor- 
kommen werden. Es knüpft sich aber für sie nicht das mindeste 
wesentliche Interesse daran, ob hiernach die Todes -Wahrschein- 
lichkeit des einzelnen dieser Alters-Classe angehörenden Indivi- 
duums zu bemessen ist oder nicht. Ebensowenig werden jemals 
für diejenige Wahrscheinlichkeit, mit welcher grössere oder kleinere 
Abweichungen von dem Mittel der bisherigen Ergebnisse zu er- 
warten sind, numerische Bestimmungen gewünscht oder praktisch 
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verwertet. Keine Versichenings-Gesellschaft wird die Höhe ihres 
Eeservefonds nach mathematisch formulirbaren Betrachtungen 
regeln können oder wollen. Vielmehr wird hier die Sicherung, 
welche gegenüber grösseren Schwankungen der durchschnittlichen 
Verhältnisse erforderlich scheint, wesentlich nach dem Grade der- 
jenigen üebereinstimmung zu bemessen sein, welche dieselben 
bisher gezeigt haben, ohne dass hierbei von einer mathematisch 
formulirbaren Vorstellung ausgegangen werden könnte. 

Aehnlich liegt, soviel ich sehe, die Sache auch auf allen 
anderen hierhergehörigen Gebieten. Ich glaube daher in der That 
durch die obige Aufstellung dem, was die Erfahrung als nütz- 
liche und unentbehrliche Methodik herausgestellt hat, nicht das 
Mindeste abzubrechen. Um so mehr ist es aber freilich er- 
forderlich, die Unrichtigkeit solcher Ergebnisse zu betonen, wie 
sie mit Hilfe der üblichen Verfahrungsweise erhalten werden, 
indem die Constanz der allgemeinen Bedingungen und die 
Unabhängigkeit der EinzelftUe als selbstverständlich voraus- 
gesetzt werden. Als Beispiel hierfür erwähne ich zunächst die 
von Laplace vorgeschlagene Methode, die Bevölkerungs-Zahl 
eines Landes zu ermitteln und die von ihm gegebene Berechnung 
der Genauigkeit dieser Methode. Es ist dies ein Gegenstand, 
der zwar heut zu Tage keine praktische Bedeutung mehr hat, 
der aber die Fehlerhaftigkeit jener Verfahrungsweisen sehr deutlich 
zu illustriren geeignet ist, übrigens in den Lehrbüchern noch 
immer figurirt. Laplace ging davon aus, dass mit viel grösserer 
Leichtigkeit und Sicherheit als die Zahl der sämmtlichen gleich- 
zeitig lebenden Individuen die Zahl der im Laufe eines Jahres Statt 
findenden Geburten festgestellt werden kann. Demgemäss sollte die 
Methode darin bestehen, dass in einigen kleineren Districten die Be- 
völkerung wirklich gezählt, ebenso die Zahl der in einem Jahre Statt 
findenden Geburten eruirt und so ein gewisser Quotient dieser beiden 
Zahlen gefunden würde. Wenn sodann auch die Zahl der jähr- 
lichen Geburten in dem ganzen Lande bekannt ist, so kann durch 
Multiplication derselben mit jenem Quotienten die Gesammt- 
Bevölkerung gefimden werden. Um diese Methode auf das 
Schema der Wahrscheinlichkeits-Kechnung zu bringen, wird fol- 
gende Betrachtung angestellt. Die Bevölkerungs-Zahl N kann 
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verglichen werden der Gesammt-Zalil von Ziehungen, welche aus 
einem mit schwarzen und weissen Kugeln gefüllten Gefässe gethan 
werden, die Zahl der Geburten dagegen, M, denjenigen Ziehungen, 
welche eine weisse Kugel liefern. Wenn bei den auf die einzelnen 
Districte bezüglichen Erhebungen für die analogen Werte sich die 
beiden Zahlen n und m ergeben, so kann geschlossen werden, dass das 
Verhältniss der weissen Kugeln zur Summe schwarzer und weisser, 

— ^ — von dem Werte - sowol als -r-, nicht erheblich abweiche; es 

s -|- w n N ■ 

ergiebt sich somit N = M -. Bekannte Methoden gestatten nun 
feraer die Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, mit welcher anzu- 
nehmen ist, dass einerseits -, anderseits ^ sich um nicht mehr 

' n' N 

als gewisse Beträge von dem Quotienten -q^ — unterscheide, und 

hierin soll nun eine bestimmte Angabe auch über die der ganzen Me- 
thode zuzutrauende Genauigkeit erblickt werden. Die sorgsamere 
Prüfung zeigt indessen, wie wenig die wirklichen Verhält- 
nisse dem zum Vergleich herangezogenen Zufalls -Spiele ent- 
sprechen. Die Zuverlässigkeit der Methode ist durchaus und vor 
Allem an die Voraussetzung geknüpft, dass die allgemeinen Ver- 
hältnisse, welche die Wahrscheinlichkeit der Geburten bedingen, 
n allen Teilen des ganzen Landes dieselben sind, was in hohem 
Grade zweifelhaft, ja wol ganz sicher nicht der Fall ist. Wollen 
wir also das Erläuterungs-Beispiel zutreffend machen, so müssen 
wir hinzufügen, dass es ungewiss ist, ob die n und m Ziehungen 
einerseits, die M Ziehungen anderseits aus demselben Gefässe ge- 
than wurden^ oder nicht vielmehr aus zwei verschiedenen, die 
schwarze und weisse Kugeln in ungleichem Verhältniss enthalten. 
Nehmen wir an, wie es ja thatsächlich der Fall ist, dass 
die betreffenden Verhältnisse in verschiedenen Districten eines 
grösseren Landes mehr oder weniger verschieden sind, so ist ein- 
leuchtend, dass über die Genauigkeit des Resultats ohne eine 
Kenntniss dieser Verschiedenheiten gar kein Urteil abgegeben 
werden kann. Man könnte genau ebenso gut, wie aus der Zahl 
der Geburten, etwa aus der Zahl der Eigentums-Verbrechen 
die analoge Ermittlung machen; die Fehler-Grenzen würden 
da zunächst als ganz dieselben erscheinen (abgesehen von dem 

von Eries, Wahrscheiulichkeits-Beclinnng. ig 



Digitized by 



Google 



— 242 — 

Einflüsse der kleineren Zahlen). Gleichwol würde Niemand im 
Zweifel sein, dass hier eine gewiss sehr unzuverlässige Berechnung 
vorläge, weil die localen Verhältnisse in dieser Hinsicht offenbar 
noch viel stärkere Differenzen aufweisen. 

Die von Laplace gegebene Bestimmung der bei seiner Me- 
thode zu befürchtenden Fehler unterzieht daher ein ganz spe- 
cielles Moment des Verfahrens der Berechnung, und lässt die aus 
diesem resultirenden Fehler-Möglichkeiten, unter Vernachlässigung 
aller übrigen, als die maassgebenden erscheinen. 

Ich unterlasse die Anfuhrung weiterer ähnlicher Beispiele; da- 
gegen will ich einen Fall noch etwas anderer Art hier erwähnen, 
in welchem ebenfalls die stillschweigende und unberechtigte Unter- 
schiebung einer wesentlichen Voraussetzung zu sehr anfechtbaren 
Resultaten in einer praktisch nicht unwichtigen Beziehung führt. 
Ich habe hier die Voraussetzung der Unabhängigkeit zweier 
in bestimmter Beziehung zu einander stehenden Verhaltungsweisen 
im Auge, welche in der früher (S. 178) erwähnten Weise dazu 
führt, die Häufigkeit combinirter Ereignisse mit Hilfe einer bloss 
die einzelnen Elemente betreffenden Statistik zu eniiren. 

Ein Verfahren dieser Art wird angewendet, um aus den 
isolirt ermittelten Verhältnissen der Lebensdauer, einerseits der 
Männer, anderseits der Frauen, Resultate abzuleiten bezüglich 
der Dauer der Ehen, des Wittwenstandes u. dergl. *). Das Schema 



1) Vergl. u. A. Drobisch, lieber die nach der WahrscheinUchkeits- 
Rechnung zu erwartende Dauer der Ehen. Berichte über die Verhand- 
lungen der Königl. Sächsischen Gesellschaft der Wissenschaften; matheni. 
physik. Cl. 1880. „Bezeichnen Ira, lm-|-i, Im-ta . . • . die der Sterb- 
lichkeits-Tafel zu entnehmenden Zahlen der am Ende der Lebensjahre 
m, m-\-\, m-|-2 .... lebenden Männer, so sind die Wahrscheinlichkeiten, 
dass ein Mann von m Jahren nach 1, 2, 3 . . . Jahren noch leben wird, 

Im+i lm-|-s Im+a u s f 

"1^' ~lm~' "TnT 

Haben If, lf-|-i» lf-|-> • • • • dieselbe Bedeutung in Bezug auf die Frauen, 
so sind ebenso die Wahrscheinlichkeiten, dass eine Frau von f Jahren nach 
1, 2, 3 . . . Jahren noch leben wird, 

If+i lf+« ItH u. s. f. 
If ' If ' If 
Die Producte dieser Wahrscheinlichkeiten: 
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für die Lösung einer derartigen Aufgabe ist einfach das folgende: 
Es seien A und B zwei Personen, m und n Jahre alt. Die 
Wahrscheinlichkeit, dass A nach t Jahren noch lebt, resp. nicht 
raehr lebt, sei p resp. q ; die analogen Werte für ß seien p' und 
q . Dann ist die zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit, dass beide 
Personen nach t Jahren noch leben, p . p , dass A noch lebt, 
B aber nicht mehr, = p . q' u. s. w. Dieser Wahrscheinlichkeits- 
Ansatz involvirt die Voraussetzung, dass die längere oder kürzere 
Lebensdauer von A und B im Sinne der Wahrscheinlichkeits- 
ßechnung von einander unabhängig sind ; diese aber ist zweifel- 
los unrichtig, sobald unter A und B nicht zwei willkürlich 
herausgegriffene Personen verstanden sind, sondern mit A ein 
verlieirateter Mann und mit B dessen Ehefrau gemeint ist. 
Einerseits ist zu berücksichtigen, dass die Sterblichkeits-Tafeln, 
aus denen die Werte p und p entnommen werden sollen, sehr 
mannigfaltige Lebens- Verhältnisse umfassen, von denen aber ein 
grosser Teil für zwei Ehegatten notwendig übereinstimmt, wie 
z. B. die hygienischen Verhältnisse des Wohnorts, der Grad des 
Wolstandes u. dergl. Anderseits ist der Tod des einen stets ein 
Moment, welches das weitere Leben des anderen in der erheb- 
lichsten Weise beeinflusst und für die Lebensdauer des letzteren 
daher auch nicht als gleichgiltig angesehen werden kann. 
Diese Verhältnisse des wechselseitigen Zusammenhangs von vorn 
herein irgendwie zu schätzen, sind wir selbstverständlich gar 
nicht in der Lage; demgemäss werden wir auch über die 
Häufigkeit länger oder kürzer dauernder Ehen und Wittwen- 
stände etwas Sicheres nur durch die direct hierauf gerichteten 
Erhebungen feststellen können. Wenn dies aus praktischen Gründen 
nicht ausführbar erscheint, so werden freilich die Ergebnisse der 



Jjrn+i . If+i lm+2 . If+a lm+» . l f+8 ^ g f 
Im.lf ' " Im.lT ' Im.lf 

sind die Wahrscheinlichkeiten, dass dieser Mann und diese Frau nach 1, 2, 
8 . . . . Jahren noch verbunden leben werden, und die Summe dieser Wahr- 
scheinlichkeiten ist die Zahl der Jahre, his zu deren Ende sie verbunden 
zu lehen hoffen dürfen. Es kann daher diese Zahl insofern als die Dauer 
der Verbindung, oder, wenn diese eine eheliche ist, als Dauer der Ehe be- 
zeichnet werden." 

16* 
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eben erörterten Methode das Beste sein, was in dieser Hinsicht 
erreicht werden kann ; auch bin ich weit entfernt, sie für wertlos 
zu erklären; sie dürfen, da die ausser Acht gelassenen Einflüsse 
vielleicht nicht allzu erheblich sind, als eine leidliche Orientirung 
gelten. Doch aber ist es im Interesse methodischer Correctheit 
und zu einer richtigen Beurteilung des Werts der Eesultate unum- 
gänglich, die nicht streng richtigen Voraussetzungen, die in eine 
Untersuchung eingehen, sich deutlich zum Bewusstsein zu bringen. 
Wenn dies hier unterlassen wird, so haben wir darin wiederum 
eine Consequenz der bereits mehrfach allgemein charakterisirten 
Methodik zu erblicken. 

9. Aus dem Gesagten geht hervor, dass die Wahrschein- 
lichkeits-ßechnung auf die Massenerscheinungen der menschlichen 
Gesellschaft nur zu dem Zweck in erheblichem Umfange anzu- 
wenden ist, um zu ermitteln, unter welchen allgemeinen Be- 
dingungen man sich diese oder jene Erscheinungen stehend denken 
muss; es handelt sich hierbei um diejenige Methode, welche wir 
oben (S. 176) als die „untersuchende* bezeichneten. So zeigt sich 
nach den Untersuchungen von Lexis eine normale Dispersion in 
der relativen Häufigkeit der Knaben- und Mädchen-Geburten 
bei Zusammenstellung der zeitlich und örtlich zusammengehörigen 
Fälle; es ist daraus der wichtige Schluss zu ziehen, dass es 
keine Umstände giebt, welche dieses Wahrscheinlichkeits-Verhält- 
niss Zeiten- und districtsweise modificiren. Vielleicht noch inter- 
essanter ist ein anderes Ergebniss der Lexis 'sehen Untersuchun- 
gen. Die Statistik ergiebt nämlich, dass ein ganz bestimmtes 
Funktional-Verhältniss besteht zwischen der Häufigkeit derjeni- 
gen TodesföUe, welche im x*^" Lebensjahre erfolgen, und der 
Abweichung dieses Alters x von einem gewissen anderen Alter, 
dem „Normal- Alter*, welches ca. 70 Jahre beträgt. (Die Zahl ist 
für Männer und Frauen und in den verschiedenen Ländern nicht 
ganz gleich.) Dieses Funktional-Verhältniss ist dasselbe, welches 
die Häufigkeit der von dem richtigen Werte in verschiedenen 
Beträgen abweichenden Beobachtungs- Ergebnisse darstellt, und 
wird durch die Gauss 'sehe Formel ausgedrückt. 

Diese Thatsache macht es nun zunächst in hohem Grade 
wahrscheinlich, dass diesem „Normal-Alter* irgend eine einfach 
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angebbare physiologische Bedeutung zukomuat, dass ,der or- 
ganische Typus des Menschen, wie er eine gewisse normale 
Körpergrösse bedingt, so auch auf eine gewisse normale Lebens- 
länge", und zwar die durch jene Zahlen dargestellte, angelegt 
ist. Weiter aber lässt sich vermuten, dass die jedesmalige 
grössere oder kleinere Abweichung von dieser Normal-Lebens- 
länge durch das unabhängige Zusammenwirken einer grossen 
Zahl von Umständen bestimmt wird, für deren jeden gewisse 
allgemeine Bestimmungen dauernd gelten, während Richtung 
und Betrag, in welchen er wirksam wird, von der besonderen 
jedesmaligen Gestaltungsweise derselben, d. h. vom Zufall, ab- 
hängt. In welcher Weise genauer diese ^Anlegung auf eine be- 
stimmte Lebensdauer** und die dieselbe modificirenden zufälligen 
Umstände zu denken seien, diese Fragen zu beantworten, ist na- 
türlich Sache der Biologie. — Ein genaueres Eingehen auf den inter- 
essanten Gegenstand verbietet sich hier ; ein solches würde nament- 
lich auch zu berücksichtigen haben, dass die Zuverlässigkeit 
der Schlüsse einigermaassen dadurch beeinträchtigt wird, dass 
jenes Funktional- Verhältniss in den Sterblichkeits-Tafeln nicht 
unmittelbar hervortritt, sondern zum Teil verdeckt durch die 
sogenannten vorzeitigen Todesfälle. Das Beigebrachte wird jeden- 
falls genügen, um die eigentümliche Art, wie die Wahrschein- 
lichkeits-Rechnung hier zur Verwendung kommt, und den Nutzen 
derartiger Untersuchungen deutlich zu machen. 

10. Aus manchen Gründen ist es zweckmässig, diejenigen 
Erscheinungen, welche Gegenstand der medicinischen Statistik 
sind, hier abgesondert zu erörtern, wiewol sie streng genommen 
unter den Begriff der Massenerscheinungen der menschlichen 
Gesellschaft zu subsamiren wären. Es empfiehlt sich dies vor 
Allem deswegen, weil man bei der Anwendung der Wahrschein- 
lichkeits-Rechnung auf klinische Erfahrungen in ganz besonders 
ausgesprochener Weise dahin strebte, für die Verwertung der Be- 
obachtungen zu allgemeinen Schlussfolgerungen eine mög- 
lichst strenge, der Willkür entzogene Methodik, und für die Wahr- 
scheinlichkeiten solcber Folgerungen eine präcise, d. h. zahlen- 
mässige Bezeichnung zu gewinnen. So sollten die Sätze, welche 
eine Beeinflussung von Krankheits - Verläufen durch irgend 
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einen Umstand, namentlich eine bestimmte Behandlung, be- 
haupten, bezüglich ihrer empirischen Begründung genau 
geprüft, und die Sicherheit, mit welcher ihre Bichtigkeit an- 
genommen werden darf, völlig scharf bestimmt werden. Wir 
wollen uns zunächst mit der Frage beschäftigen, ob es mög- 
lich ist, für Sätze dieser Art numerische Wahrscheinlichkeiten 
anzugeben. Zu dem Zwecke gehen wir von der folgenden 
Ueberlegung aus: wenn wir eine Anzahl von Fällen einer ge- 
wissen Krankheit nach einer neuen Methode behandeln, und 
dabei ein ungewöhnlich günstiges Resultat, etwa eine sehr ge- 
ringe Mortalität, beobachten, so hängt die Wahrscheinlichkeit, 
mit der wir dies als einen Erfolg der veränderten Therapie anzu- 
sehen haben, offenbar wesentlich ab von derjenigen Wahrscheinlich- 
keit, mit welcher wir den Eintritt eines gleichen Resultats auch 
bei der älteren Behandlungs-Methode erwarten dürften. Je ge- 
ringer die letztere, um so grösser muss jedenfalls im Allgemeinen 
die erstere sich herausstellen. Hiemach richtet sich die Unter- 
suchung zunächst auf die Frage: mit welcher Wahrscheinlichkeit 
würde das jetzt zur Beobachtung gekommene Resultat bei der 
früheren Behandlung zu erwarten sein? Diese Frage können wir 
nun selbstverständlich nur dann hoffen durch Angabe einer 
bestimmten Wahrscheinlichkeits-Ziffer zu beantworten, wenn eine 
hinreichend grosse Zahl gleichartiger Fälle bekannt geworden ist, 
welche nach der früheren Methode behandelt wurden. Um aber 
auf Grund einer solchen Beobachtung eine Dumerische Wahr- 
scheinlichkeit dafür anzugeben, dass eine Anzahl neuer Fälle 
eine gewisse Gesammt-Mortalität ergebe, wäre weiter die sichere 
Kenntniss erforderlich, dass die allgemeinen Bedingungen der 
neuen Fälle dieselben sind, wie die der schon beobachteten, und 
dass diese allgemeinen Bedingungen für die Resultate solcher 
Reihen normale Dispersion bedingen. Nun sagen wir uns leicht, 
dass wir ganz und gar nicht die allgemeinen Verhältnisse, von 
denen die Art des Auftretens und des Verlaufs einer Krankheit 
abhängt, so genau kennen, dass wir das Zutreffen jener Annahmen 
jemals direct feststellen könnten. Wir würden also darauf ange- 
wiesen sein, in der in dem 6. Capitel geschilderten Weise zu unter- 
suchen, ob in der That innerhalb derjenigen Verhältnisse, welche 
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sich für uns nicht merkbar unterscheiden, eine Constanz der Mor- 
talität und eine normale Dispersion der Reihen-Ergebnisse zur Er- 
scheinung kommt; und es käme darauf an, ob auf diese Weise die- 
jenigen üeberzeugungen, welche der Aufstellung numerischer Wahr- 
scheinlichkeiten zu Grunde zu legen sind, wirklich gewonnen werden 
können. Man darf wol behaupten, dass dies niemals der Fall 
ist. Zunächst schon können die Behandlungs-Methoden aus nahe- 
liegenden Gründen nicht in der Weise, wie es für einen solchen 
Zweck erforderlich wäre, constant gehalten werden. Die stetig 
bereicherte Erfahrung, die beständige Besserung der allgemeinen 
sanitären Verhältnisse sowol in den Krankenhäusern, als in den 
Wohnungen, die Pflicht endlich, neue Methoden, wenn sie einige 
Aussicht auf besseren Erfolg gewähren, ungesäumt auszuführen: 
all dies sind Momente, welche principiell die Constant-Erhaltung 
selbst der von uns beherrschten Umstände verhindern. 

In Folge dessen dürfte es nur selten gelingen, den Nachweis 
zu führen, dass z. B. eine Mortalität sich lange Zeit hindurch 
constant erhalten hat. Indessen giebt es solche Fälle; ich er- 
innere z. B. an die Zusammenstellungen von F ismer ^) über die 
Sterblichkeits- Verhältnisse der im Baseler Krankenhause von 1838 
bis 1866 behandelten Pneumonie-Fälle. Es starben nämlich in 
dem Zeitraum von 1839—1848 24,77o, 1849—1857 24,9 7o, 
endlich 1858-1866 25,9 7o. Wir werden in diesem Resultat 
mit Recht den Ausdruck einer sehr annähernden Constanz der 
die Entstehung und den Verlauf der Lungen-Entzündung bedin- 
genden allgemeinen Verhältnisse erblicken dürfen; und wiewol 
die Principien der Behandlung während dieser ganzen Zeit ja 
zweifellos nicht genau dieselben geblieben sind, so müssen docli 
die etwaigen Veränderungen derselben ohne erhebliche Bedeutung 
gewesen sein. Aber selbst auf Grund solcher Erfahrungs-Ergeb- 
nisse kann es doch keineswegs als sicher betrachtet werden, dass 
in den folgenden Jahren die sämmtlichen allgemeinen Verhält- 
nisse mit Ausnahme der therapeutischen Methode, welche im 



1) Fismer, Die Kesultate der Kaltwasserbehandlung bei der acaten 
croupösen Pneumonie im Baseler Spitale von Mitte 1867 bis Mitte 1871. 
Deutsches Archiv für klinische Medizin XI. 1873. S. 395 und 396. 
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Jahre 1867 gewechselt wurde, unverändert bestanden haben; wir 
können vielmehr dieser Annahme nur einen gewissen, gar nicht 
genau bestimmten Grad von Wahrscheinlichkeit zuschreiben. Und 
wenn wir uns erinnern, wie vielerlei Dinge in den Verhältnissen 
der Lebensweise und Hygiene, der Provenienz des Kranken-Ma- 
teriaJs etc. ihrer Natur nach variabel sind, so werden wir die 
Wahrscheinlichkeit dieser Annahme selbst in diesem ganz excep- 
tionellen Falle noch nicht einmal sehr hoch veranschlagen dürfen. 

Nicht minder wichtig ist die Frage, ob wir in der That die 
einzelnen auf einander folgenden Fälle als unabhängig ansehen 
dürfen, ob also mit Rücksicht auf diejenigen allgemeinen Ver- 
hältnisse, welche etwa genau oder annähernd constant bleiben, 
eine normale Dispersion zu erwarten ist. Die Sicherheit der auf 
das Durchschnitts-Kesultat einer bestimmten Zahl von Fällen 
bezüglichen Erwartungen wird offenbar stark modificirt, sobald 
Umstände vorhanden sind, welche viele nach einander zur Beob- 
achtung kommende Fälle gleichmässig in einem oder dem anderen 
Sinne beeinflussen. In dieser Hinsicht wissen wir nun, dass eine 
Anzahl von Krankheiten in der Art ihres Auftretens serienweise 
ohne direct wahrnehmbare Ursache varüren; so spricht man bei 
Masern und Scharlach von leichten und schweren Epidemieen. 
Es wird daher auch allgemein zugegeben werden, dass wenn man 
50 oder 100 Scharlach-Fälle nach einer neuen Methode behandelt 
und besonders günstige Resultate erzielt hat, dies ein geringerer 
Beweis für den Erfolg der Behandlung ist, als wenn es sich um 
eine Krankheit handelte, welche man für stets gleichartig zu 
halten berechtigt ist. 

Wie sich andere Krankheiten in dieser Hinsicht verhalten 
mögen, ist zwar nicht bekannt; unmöglich erscheint es aber doch 
keineswegs, dass sehr vielfach übernormale Dispersionen Statt 
finden. Es ist zu bedenken, dass wenn wir zur Erklärung der 
leichteren und schwereren Epidemieen eine etwas variable Be- 
schaffenheit des Contagiums annehmen, ein ähnliches Moment für 
alle Krankheiten, die von äusseren Schädlichkeiten abhängen, leicht 
darin gefunden werden kann, dass auch diese, auf viele Indivi- 
duen gleichzeitig und gleichartig einwirkend, in ihrer Beschaifenheit 
sich unregelmässig wechselnd verhalten können. Solcher Art 
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wären etwa die Schädlichkeiteü, die in irgend einem Zusammenhang 
mit den Witterungs-Erscheinungen stehen, nicht minder eine An- 
zahl zufällig veränderlicher Momente in den allgemeinen hygie- 
nischen und socialen Verhältnissen. Alle diese würden für so 
manche Krankheit eine übernormale Dispersion erwarten lassen 
Den eben betrachteten Punkten haben wir nunmehr noch einen 
anderen anzureihen. Alles, was bisher erörtert wurde, bezog 
sich auf die Wahrscheinlichkeit, mit |der wir, bei constanter 
Behandlungs-Methode, bestimmte Resultate des Verlaufes er- 
warten können. Diese fanden wir nicht, jedenfalls nicht strenge, 
numerisch bestimmbar. Auf der anderen Seite ist aber auch in 
Betracht zu ziehen, dass diese apriorische Wahrscheinlichkeit 
für die Beurteilung der therapeutischen Erfolge keineswegs un- 
mittelbar und ausschliesslich hestimmend ist. Vielmehr sind die 
Fälle, in welchen jene Erfolge erzielt wurden, ja eben wirklich zur 
Beobachtung gekommen. Es handelt sich also um die Frage: 
waren diese factisch beobachteten Fälle so, dass sie nach der 
früheren Methode behandelt, eine gewisse Mortalität ergeben 
hätten? Sobald nun, wie wol immer ^), die Mortalitäts-Statistik 
einer Krankheit Fälle umfasst, welche sich dem untersuchenden 
Arzte ganz verschieden darstellen, und welchen daher gleich 
von vom herein eine ganz verschiedene Prognose gestellt wird, 
ergiebt uns auch die Beobachtung der betreffenden Fälle schon 
gewisse Anhaltspunkte zur Beurteilung, wie gerade diese bei der 
früheren Behandlung verlaufen wären. Die Kenntniss, welcher 
Art die betreffenden, nach neuer Methode behandelten Fälle 
wirklich waren, kann uns mit Bezug auf die Wirksamkeit dieser 
Methode daher eine sicherere üeberzeugung geben, als sie ohne 
Berücksichtigung dieser Umstände zu gewinnen wäre. So unter- 
liegt es keinem Zweifel, dass zuweilen ein umsichtiger und er- 
fahrener Kliniker aus der Behandlung ganz weniger Fälle schon 



1) Wenn man, diesem Umstände gegenüber, glaubt fordern zu müssen, 
dass Schlüsse nur auf die Beobachtung und Vergleichung wirklich völlig 
gleichartiger Fälle zu gründen wären, so heisst das, meines Erachtens, for- 
dern, dass der Gegenstand der Untersuchung anders sei, als er eben that- 
sächlich ist. 
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relativ sehr sichere üeberzeugimgen ableiten kann ; wenn es schwere 
Fälle waren, die günstig verliefen, und wenn die Krankheit eine 
solche ist, welche relativ sichere Prognosen gestattet, so kann 
dies recht wol geschehen. Aus dem Gesagten ergiebt sich, dass 
niemals eine numerische Wahrscheinlichkeit dafür angegeben 
werden kann, dass eine therapeutische Methode in dieser oder 
jener Weise den Verlauf einer Krankheit beeinflusse. Es ist, wie 
wir kurz sagen können, durchaus nicht ohne Weiteres zulässig 
die aufeinander folgenden Fälle einer Krankheit den Einzelfällen 
eines gewöhnlichen Zufalls-Spiels, und die Abänderung der Be- 
handlung einer Varürung der Chancen zu parallelisiren. 

11. Auch hinsichtlich dieses Resultats scheint es mir wün- 
schenswert anzudeuten, wie weit es mit den Ansichten anderer 
Autoren in Widerspruch resp. in Einklang steht. Es ist bekannt, 
dass neuerdings die Anwendung der Wahrscheinlichkeits-Rechnung 
in diesem Gebiete vielfach empfohlen und als durchaus erfor- 
derlich bezeichnet worden ist. Die Autoren, welche dies thaten, 
haben sich nun, wenigstens zum Teil, nicht geradezu in dem 
Irrtmn befunden, welcher einer schematischen Behandlung der 
Erscheinungen nach Analogie der Zufalls-Spiele entsprechen würde; 
aber sie haben auch, wie ich glaube, die hier bestehenden Unter- 
schiede nicht hinlänglich gewürdigt. Fick z. B. erwähnt zwar 
ausdrücklich die Voraussetzung, dass abgesehen von der Verän- 
derung der Therapie „alle übrigen Umstände sich gleich geblieben 
seien **^); er lässt aber unberücksichtigt, dass dies niemals mit 
voller Sicherheit festgestellt werden kann, und bezeichnet dem- 
gemäss schlechtweg die berechneten Zahlen als die Wahrschein- 
lichkeit, mit denen wir eine günstige Wirkung der betreffenden 
Behandluugs-Methode annehmen dürfen. Es hängt übrigens 
mit Fick 's theoretischen Vorstellungen, auf welche im letzten 
Capitel einzugehen sein wird, aufs Innigste zusammen, dass dieser 
Punkt, die Uebereinstimmung der sonstigen Bedingungen, keines- 
wegs besonders betont, vielmehr das Hauptgewicht darauf gelegt 
wird, dass „der Begriff der Krankheit" bei den beiden zu ver- 
gleichenden Reihen in derselben Weise gefasst ist. — Weit mehr 



1) Fick, Medicinische Physik. 3. Aufl. S. 430. 
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ist dem in Rede stehenden Umstände Liebermeister ^) gerecht 
geworden. Bei diesem finden wir mit aller wünschenswerten 
Präcision ausgesprochen, dass stets an die Veränderung der von 
uns nicht beherrschten allgemeinen Bedingungen gedacht werden 
müsse. „Die Wahrscheinlichkeits-Kechnung**, sagt er, „giebtuns 
mit aller Schärfe an, mit welchem Grade von Wahrscheinlichkeit 
anzunehmen ist, dass in den constanten (sqU wol heissen allge- 
meinen) Bedingungen, von welchen der Erfolg abhängt, eine Ver- 
schiedenheit bestanden hat; sie ist aber gänzlich unfähig, über 
die Art dieser Verschiedenheit etwas auszusagen. Die Erforschung 
der Ursachen und namentlich die Frage, ob dieselbe in der Ver- 
schiedenheit der Behandlung, oder in der Verschiedenheit anderer 
constanter Bedingungen zu suchen seien, ist Sache klinischer 
Analyse". Wie wol nun dies vollkommen zutreffend*) ausge- 
sprochen und mehrfach urgirt wird, so werden doch, wie mir 
scheint, nicht die Consequenzen davon gezogen. In der That 
haben wir es hier mit dem früher (S. 179) allgemein untersuchten 
Fall zu thun, dass zur Beurteilung gewisser Wahrscheinlichkeiten 
schematisirte Beispiele behandelt werden, oder dass die Wahr- 
scheinlichkeit einer einzelnen, für einen gewissen Satz in Betracht 
kommenden Voraussetzung numerisch dargestellt werden soll. 
Wir sahen dort, wovon in solchen Verhältnissen es abhängt, ob 
den numerischen Bestimmungen ein erhebliches Interesse zukommt 
oder nicht. Gehen wir von den dort aufgestellten Principien aus, 
so dürfte sich kaum in Abrede stellen lassen, dass für unseren 
Gegenstand die in schematischer Weise ausgeführten Wahrschein- 
lichkeits-Berechnungen in den allermeisten Fällen überflüssig sind. 
Selbst wenn wir unsere Schlüsse nur auf sehr massige Zahlen 
stützen können, ist die Gefahr, durch eine besondere Gruppirung 
bestimmter allgemeiner Verhältnisse, den berechenbaren Zufall, 
getäuscht zu werden, relativ gering im Vergleich zu der, dass 



1) Liebermeister, Ueber Wahrsclieinlichkeits-Rechnung in Anwen- 
dung auf therapeutische Statistik. Sammlung klinischer Vorträge. Nr. 110. 

2) Ich sehe von dem Umstände ab, dass hier stets nur an solche 
aUgemeine Bedingungen gedacht wird, deren Constanz eine normale Dis- 
persion bedingen würde. 

3) A. a. 0. S. 18. 
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die verglichenen Keihen noch in anderen, uns nicht bekannten, 
allgemeinen Beziehungen ausser der Behandlungs-Methode sieh 
unterschieden haben. Die Wahrscheinlichkeit des Schlusses wird 
daher wesentlich durch die Sicherheit bestimmt, mit welcher wir 
annehmen dürfen, dass dies nicht der Fall gewesen sei. Einfache 
und unmittelbar einleuchtende üeberlegungen können dies beweisen. 
So fällt es z. B. sehr in's Gewicht, wenn die Verbesserung der 
Resultate nach Einführung einer neuen therapeutischen Methode 
nicht bloss an einem Orte bemerkt, sondern die gleiche Beob- 
achtung an mehreren verschiedenen Stellen gemacht worden ist. 
Die Wahrscheinlichkeit einer günstigen Einwirkung der neuen 
Behandlung ist alsdann viel grösser, als wenn die säramtlichen 
Fälle einem und demselben Ejrankenhause oder auch nur dem- 
selben Ort angehört hätten. Denn es erscheint für einen be- 
stimmten und beschränkten Kreis nicht undenkbar, dass nahezu 
gleichzeitig mit der Einführung der veränderten Therapie noch 
irgend eine andere unbekannte Veränderung eingetreten sei, welcher 
die günstigeren Resultate zuzuschreiben wären. Dass dies aber 
an mehreren Stellen ganz gleichermaassen Statt gefunden habe, 
wäre schon eine äusserst unwahrscheinliche Annahme. 

Je ausgedehnter die Beobachtungs-Reihen sind, über welche 
man verfügt, je kleiner also die Wahrscheinlichkeit ist, durch 
den Zufall getäuscht zu werden, um so mehr Mit die Prüfung 
anderer Voraussetzungen ins Gewicht, und um so geringer ist 
der Nutzen numerischer Auswertungen. Wenn anderseits die 
Beobachtung nur wenige Fälle umfasst, so ist die Berücksich- 
tigung auch der individuellen Beschaffenheiten um so eher 
möglich, und es werden also auch hier die berechenbaren Zahlen 
nicht als bestimmend anzusehen sein. Erwägungen dieser Art, 
welche zu vermehren nicht erforderlich sein dürfte, zeigen, dass 
die Ausführung von Wahrschemlichkeits-Berechnungen bei der 
Beurteilung therapeutischer Resultate jedenfalls nur in sehr be- 
schränktem Umfange erforderlich ist und von Nutzen sein kann. 
Der berechenbare Zufall stellt eine Fehler -Quelle unter vielen 
dar, und in der Regel nicht die wichtigste. Eine Orientirung 
über gewisse numerische Verhältnisse ist daher in ähnlicher 
Weise notwendig, wie bei der chemischen Analyse es unumgäng- 
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lieh ist, zu wissen, wie genau gewogen wird; die jedesmalige 
Angabe des wahrscheinlichen Fehlers der Wägung wäre gleichwol 
in den meisten Fällen wertlos; sie gäbe jedenfalls keine Vor- 
stellung von der Sicherheit der analytischen Ergebnisse. Wenn 
freilich von der Ansicht ausgegangen wird, eine Beobachtung 
von nur 14 Fällen könne unter allen Umständen nichts be- 
weisen, auch wenn etwa bei Anwendung einer gewissen Therapie 
14 Mal hintereinander ein Krankheits- Verlauf zur Erscheinung 
kommt, den man sonst nur selten beobachtet, so befindet man 
sich über das, was man dem Zufall zuschreiben darf, in einem 
vollständigen Irrtum; dieser wird durch Wahrscheinlichkeits- 
Berechnungen, die lediglich die Bedeutung von Erläuterungs- 
Beispielen haben, beseitigt werden können und müssen. Wenn 
anderseits ein Ereigniss unter 10 000 gleichartigen Fällen drei 
Mal, sodann unter weiteren 10 000 Fällen fünf Mal aufgetreten 
ist, so imterliegt derjenige einer gröblichen Täuschung, der glaubt, 
dies könne wegen der sehr grossen Zahl der beobachteten Fälle 
nicht wol zuföUig sein. 

Ich gebe mich der Hoflfhung hin, dass in der obigen Dar- 
stellung die Bedeutimg, welche die Wahrscheinlichkeits-ßechnung 
in der theoretischen Medicin erlangen muss, resp. erlangen kann, 
wirklich sachgemäss gewürdigt ist. Unter der sehr wichtigen 
Voraussetzung, dass man sich über den unmittelbaren Sinn der 
Wahrscheinlichkeits-Zahlen keiner Täuschung hingiebt, kann die 
Heranziehung der Wahrscheinlichkeits-Eechnung nur als nützlich 
und dankenswert, eine gewisse Kenntniss derselben sogar als un- 
entbehrlich bezeichnet werden. Es ist aber nichtsdestoweniger 
sowol begreiflich als sachlich gerechtfertigt, dass die Berech- 
nungen in der Literatur eine erhebliche EoUe nicht spielen, und 
es lässt sich vermuten, dass dies auch in Zukunft so bleiben wird. 

12. Unter allen Anwendungen, die man von der Wahrschein- 
lichkeits-Rechnung gemacht bat, ist vielleicht die merkwürdigste 
die Beurteilung von Entscheidungen, welche durch Stimmen- 
mehrheit getroffen werden, wie es bei Wahlen, richterlichen 
Urteilen und Abstimmungen verschiedener Art der Fall ist. Es 
genügt für unsere Zwecke, ein Beispiel dieser Art etwas genauer 
m besprechen; ich wähle dazu die Verdicte der Geschwo- 
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renen, welche von diesem Gesichtspunkte aus nach dem Vor- 
gange Condorcet's^) erst von Laplace*), dann insbesondere 
von Poisson^) behandelt worden sind. Dabei wünsche ich 
hauptsächlich zu zeigen, dass sowol Laplace als Poisson, von 
unrichtigen Voraussetzungen ausgehend, zu Eesultat^n gelaBgt 
sind, welche die ihnen zugeschriebene Bedeutung ganz und gar 
nicht besitzen. Diesen Zweck hoffe ich einfacher als durch eine 
detaillirte Kritik des Poisson'schen Werkes, welche weit über 
die hier gesteckten Grenzen hinaus führen würde, durch eine 
kurze selbständige Behandlung des Gegenstandes und nur gelegent- 
liche Bezugnahme auf jene Autoren zu erreichen. 

Nehmen wir, um möglichst einfache Verhältnisse zu 
Grunde zu legen, an, es würde behufs Abgabe eines Urteils- 
spruchs jedesmal ein Gerichtshof, eine „Jury**, von zwölf Per- 
sonen gebildet, welche aus den sämmtlichen in der Geschworenen- 
Liste aufgeführten Männern durchs Loos bestimmt werden. Im 
Allgemeinen beurteilen nicht alle Geschworenen den ihnen zur 
Entscheidung vorliegenden Fall gleich; und es wird dann das 
Verdict nicht einstimmig, sondern mit grösserer oder geringerer 
Majorität abgegeben. Durch diese Meinungs- Verschiedenheit ist 
offenbar die Möglichkeit geboten, dass Jemand freigesprochen 
wird, der bei einer anderen Zusammensetzung der Jury wäre 
verurteilt worden, und umgekehrt. Das Eesultat des gericht- 
lichen Verfahrens hängt also zu einem gewissen Grade von dem 
Ausfall der Loos-Ziehung, d. h. vom Zufall, ab. Die Bedeutung 
desselben ist offenbar um so grösser, je annähernder die Wahr- 
scheinlichkeiten entgegengesetzter Entscheidungen gleich sind, um 
so geringer, je mehr die eine über die andere überwiegt. Jeden- 
falls aber liegt in dieser „Zufälligkeit'' der Entscheidungen 
ein Mangel der ganzen Einrichtung, und es erklärt sich hier- 
dm'ch der Wunsch, die Bedeutung des Zufalls für den Aus- 
fall der Verdicte genauer würdigen zu können und zu er- 
fahren, wodurch er vermindert werden kann. Wir wollen nun, 



1) Condorcet, Essai sur Tapplicätion de Tanalype a la probabilite 
des d^cisions rendues a la pluralite des voix. 1785. 

2) Laplace, Theorie analytique des probabilites; S"»' ed. p. XXXVI et. 460 

3) Poisson, Recbercbes sur la probabilite des jugements. Paris 1837. 
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um diesen beiden Aufgaben näher zu treten, zuvörderst uns 
denken, es könne als durch die Natur des zu entscheidenden 
Falles und durch den gesammten intellektuellen Zustand der auf 
der Geschworenen-Liste stehenden Personen als von vorn herein 
bestimmt angesehen werden, wie das Votum eines Jeden aus- 
fällt, falls er in die Jury kommt. Es sind dann von vorn 
herein eine bestimmte Anzahl, x, Leute vorhanden, welche die 
eine, und eine andere Zahl, y, welche die entgegengesetzte Meinung 
sich eventuell bilden würden. Es möge x die grössere Zahl sein 
und wir nennen dann eine Meinung im Sinne der x eine cou- 
sentirende, eine im Sinne der y eine dissentirende. Eine 
Ansicht wäre also consentirend oder dissentirend, je nachdem sie 
übereinstimmt oder nicht übereinstimmt mit dem Urteile der 
Gesammt- Majorität, welche der obigen Voraussetzung zufolge 
als eine ideell vorhandene anzusehen wäre. Wenn wir wüssten, 
wie gross von vorn herein die Wahrscheinlichkeit ist, ein con- 
sentirendes, respective dissentirendes Verdict zu erhalten, mit 
andern Worten wie gross in sehr vielen Fällen die relative Häufig- 
keit dissentirender Verdicte ist, so hätten wir hierin ein Maass 
dafür, wie viel bei der bestehenden Einrichtung „dem Zufall an- 
heim gestellt ist*'. Die obige Forderung wäre nun dahin zu 
formuliren, dass die Wahrscheinlichkeit der consentirenden die 
der dissentirenden Verdicte so sehr als möglich überwiegen sollte; 
denn wenn man auch falsche Entscheidungen nicht verhindern 
kann, sofern es in der Natur vieler Fälle liegen wird, dass sie 
eine factisch irrige Meinung herbeiführen, so ist es doch eine 
unmittelbar einleuchtende Forderung, dass das resultirende Urteil 
nicht durch das Loos bestimmt werden, sondern thunlichst immer 
im Sinne der Gesammt-Mehrheit ausfallen soll. 

Versuchen wir die Wahrscheinlichkeit consentirender und 
dissentirender Verdicte abzuwägen, so sehen wir zunächst leicht, 
dass, je mehr Geschworene jedesmal die Jury bilden, um so grösser 
die eine, und um so kleiner die andere wird; wenn wir Kugeln 
ziehen aus einem Gefäss, das mehr weisse als schwarze enthält, 
so werden wir um so sicherer erwarten dürfen, mehr weisse 
als schwarze zu erhalten, je mehr Ziehungen wir vornelmaen. 
Dies ist insofern sehr wichtig, als wenn sich herausstellte, dass 
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bei einem bestimmten Verfahren der Einfluss des Zufalls erheb- 
lich ist, man in der Lage sein würde, diesen lediglich dadurch 
beliebig zu vermindern, dass man die Jury aus mehr Personen 
zusammensetzte. Um nun aber jene Wahrscheinlichkeit wirk- 
lich bestimmen zu können, ist vor Allem die Kenntniss eines 
Factors erforderlich, den man nicht von vorn herein angeben kann. 
Man müsste nämlich wissen, wie im Allgemeinen die Zahlen 
der Consentirenden und der Dissentirenden sich verhalten; wenn 
in einem bestimmten Falle die ersteren 90, und die letzteren 10 pCt. 
ausmachten, so ist offenbar die Gefahr eines dissentirenden Urteils 
viel kleiner, als wenn sie sich wie 60 zu 40 verhielte ; und wäre 
gar das Verhältniss 50 zu 50, so würde selbst bei der stärksten 
Jury es doch lediglich vom Zufall abhängen, welches Verdict 
herauskommt, d. h. die Wahrscheinlichkeit des freisprechenden 
und des verurteilenden wäre, bloss mit Rücksicht auf die Natur 
des Falles und die Verstandes- und Gemüts-Qualificationen der 
sämmtlichen auf der Liste stehenden Gescliworenen, von vom 
herein gleich gross. Es war nun ein sehr geistreicher und zu- 
nächst ganz richtiger Gedanke von Laplace^), dass man die 
Möglichkeit haben werde, dieses Verhältniss auf dem gewöhn- 
lichen Wege empirischer Wahrscheinlichkeits- Bestimmung zu 
ermitteln, sobald man über eine ausgedehnte Statistik verfügte, 
welche die relative Häufigkeit der mit irgend einer bestimmten 
Majorität abgegebenen Verdicte zur Kenntniss brächte. Der 
Umstand, dass das Zahlen -Verhältniss der Consentirenden und 
Dissentirenden offenbar verschiedenen Fällen gegenüber ein sehr 
verschiedenes sein kann, wird hierbei nicht als erhebliche Schwierig- 
keit ins Gewicht fallen. Denn in einer sehr grossen Zahl von Fällen 
wird, wie man wol annehmen darf, auch die relative Häufigkeit 
derjenigen, die mit grösserer oder geringerer Meinungsdivergenz 
beurteilt werden, eine einigermaassen gleichmässige sein ; so würde 
sich für diese letztere, die wir uns etwa durch d^ Bruch — ^ — ge- 
messen denken können, ein gewisser durchschnittlicher Betrag er- 
geben ; diesen könnte man ermitteln, und dieser würde auch aus- 
reichend sein, um die relative Häufigkeit der consentirenden und der 



1) La place, a. a. 0. p. 460. 
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dissentirenden Urteils-Sprfiche einigermaassen anzugeben* Eine sta- 
tistische Mitteilung der gewünschten Art lieferten die Berichte 
der Administration de la justice criminelle von 1825—1833. 
Es wurde damals aus gewissen Gründen die relative Häufigkeit 
der mit der geringsten Majorität, 7 gegen 5, ausgesprochenen 
Verurteilungen ermittelt ; es fand sich, dass im Durchschnitt von 
100 Angeklagten 61, und von diesen 7 mit jener schwächsten 
Majorität verurteilt wurden ^). 

Dass in der Feststellung eines derartigen Verhältnisses ein 
Mittel zu liegen scheint, um, wie man kurz sagen könnte, „den 
durchschnittlichen Grad der Meinungs- Divergenz" kennen zu 
lernen, und dass man hoffen kann, auf diese Weise auch die 
im Allgemeinen bestehende Gefahr dissentirender Verdicte zu 
bestimmen : das ^ird, wie ich glaube, ohne Weiteres verständlich 
sein. Denn die Ausloosung von zwölf Personen aus einer Liste, 
welche sozusagen teils consentirende, teils dissentirende Votanten 
enthält, stellt eine Eeihe von zwölf unabhängigen Fällen dar, 
für deren ieden eine bestimmte Chance des einen und des an- 
deren Ergebnisses besteht. Wenn wir aus einem mit schwarzen 
und weissen Kugeln gefüllten Geföss Serien von zwölf Ziehungen 
vornehmen, so lässt sich aus der relativen Häufigkeit derjenigen 
Serien, welche 7 Kugeln der einen und 5 der anderen Art ent- 
halten, das Zahlen- Verhältniss, in welchem .das Gefäss schwarze 
und weisse Kugeln enthält, ohne Schwierigkeit ermitteln. So 
würde auch das auf die Verdicte bezügliche Problem nach be- 
kannten Methoden der Wahrscheinlichkeits- Rechnung behandelt 
werden können. 

Indessen ist es nun erforderlich, die Triftigkeit jener ver- 
einfachenden Voraussetzung zu prüfen, von welcher wir aus- 
gingen, dass nämlich von vorn herein einem bestimmten Fall 
gegenüber jede auf der Liste stehende Person als eine consen- 
tirende oder dissentirende anzusehen und somit die Ausloosung 
von zwölf Personen zur Bildung der Jury eine Eeihe von zwölf 
unabhängigen Fällen darstelle, deren jedem eine bestimmte Chance 
des einen und des anderen Ergebnisses zukommt. Wie wir mit 



1) Poisson, a. a. 0. p. 14. 

von K r i e s , WahrscheiDlichkeiis-Rechniing. 17 



Digitized by 



Google 



— 258 — 

einiger Ueberlegung uns sagen, ist diese Voraussetzung durchaus 
unrichtig. Denn die einzelnen Jury-Mitglieder bilden sich ihr 
Urteil nicht unabhängig von einander, sondern stets in mehr 
oder weniger intensivem Meinungs-Austausch. Welches Votum 
der Einzelne schliesslich abgiebt, das hängt also sehr wesentlich 
auch davon ab, wer mit ihm zusammen in der Jury sitzt. Unter 
diesen Umständen müssen wir, um in ähnlicher Weise wie vor- 
her die Bedeutung des Zufalls nach der relativen Häufigkeit 
dissentirender Urteile zu bemessen, diesen letzteren Begriff in 
einer leicht ersichtlichen Weise modificiren. Wir können nämlich 
jetzt als von vom herein bestimmt nur ansehen, welches Verdict 
eine aus irgend welchen zwölf Personen der Liste zusammen- 
gesetzte Jury abgeben würde. Wenn die Gesammt-Zahl der in 
der Liste aufgeführten Personen, aus der die Jury-Mitglieder aus- 
gebest werden, 500 betrüge, so sind im Ganzen ' ^ ^' t 

also eine sehr grosse Zahl verschiedener Zusammensetzungen der 
Jury möglich, und zwar von vorn herein alle gleich wahrscheinlich. 
Dasjenige Urteil, welches die Mehrzahl dieser eventuell abgeben 
würde, können wir nun wieder consentirend, das entgegengesetzte 
dissentirend nennen; und wieder würden wir nach der relativen 
Häufigkeit dissentirender Urteile zu fragen haben. Da aber unter 
der jetzt gemachten, der Wirklichkeit näher kommenden Voraus- 
setzung die Erfolge der einzelnen Loos-Ziehungen mit Bezug darauf, 
ob sie eine consentirende oder eine dissentirende Stimme in die Jury 
liefern, nicht von einander unabhängig sind, so erscheint in dem 
Procentsatz der mit gi-össerer oder geringerer Majorität ab- 
gegebenen Urteils-Sprüche nicht mehr ein einfach angebbares, 
auch jene Häufigkeit bestimmendes Verhältniss. Wir übersehen 
sofort: je mehr die Meinungen der einzelnen Geschworenen sich 
bei der Beratung gegenseitig beeinflussen und ausgleichen, um 
so grösser werden die Majoritäten sein, mit welchen die Verdicte 
abgegeben werden; aber über die Gefahr dissentirender Urteile 
sagt uns dieses Besultat nichts. Nehmen wir an, was sich recht 
wol denken lässt, es gäbe eine erhebliche Anzahl Individuen von 
der Eigentümlichkeit, ihre Meinung durch das bestimmen zu 
lassen, was während der Beratung sich als die voraussichtliche 
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Ansicht der Majorität darstellt, so würde unzweifelhaft hierdurch 
ein viel stärkeres Ueberwiegen der hohen Majoritäten erzielt wer- 
den, als es sonst zur Beobachtung kommen würde. Wir könnten, 
wenn wir uns auf Pictionen einlassen wollten, sogar denken, dass 
der Meinungs-Ausgleich in der Beratung weit genug ginge, um 
stets oder fast stets einstimmige Urteile hervorzubringen; es 
könnte aber dabei doch die „Zufälligkeit" der Resultate eine sehr 
grosse sein. Wir haben es in diesem wechselseitigen Zusammen- 
hange der Einzel-Vota mit einem Moment zu thun, welches 
sich jeder genauen Schätzung und jeder empirischen Bestim- 
mung entzieht 0. Diese Einsicht genügt, um deutlich zu 
machen, dass von einer irgend zutreffenden Ermittelung, wie 
weit die Verdicte vom Zufall abhängen, gar nicht die Rede 
sein kann. 

Das reale Problem unterscheidet sich, kurz gesagt, von dem 
Schema dadurch, dass die Einzelfälle nicht unabhängig sind und 
hierdurch verlieren die bezüglich des Schemas zu gewinnenden 
Resultate jede reale Bedeutung. 

18. In der bisherigen Darstellung habe ich mich an einfache 
und verständliche Fragen gehalten und gezeigt, dass die Be- 
antwortung derselben mit Hilfe der Methoden der Wahrschein- 
lichkeits-Rechnung aus einem ganz bestimmten Grunde unmöglich 
ist. Werfen wir nunmehr einen Blick auf die von den Mathe- 
matikern, insbesondere von Pols so u, ausgeführten Unter- 
suchungen, so lässt sich allerdings zunächst sagen, dass hier 
die irrthümliche Voraussetzung einer vollständigen Unabhängig- 
keit der Einzelfalle den sämmtlichen Resultaten zu Grunde 
liegt. Es wird von einer bestimmten Chance gesprochen, 
welche dafür bestehe, dass das Urteil eines aus der Liste 
in zufälliger Weise herausgegriffenen Geschworenen ein rich- 
tiges oder ein unrichtiges sei; an diese knüpft sich sodann 



1) Es würde behufs einer empiriscben Ermittelung erforderlich sein, 
einzelne Fälle successive verschiedenen Jurys zur Entscheidung vorzulegen. 
Natarlich darf dies aus guten Gründen nicht geschehen; man übersieht 
aber leicht, wie eine derartige Untersuchung in der That ein Material 
liefern würde, aus welchem man von dem „Grade der ZufäUigkeit" der 
Verdicte ein Bild gewinnen könnte. 

17* 
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eine bestimmte Wahrscheinlichkeit für ein richtiges oder falsches 
Verdict einerseits, für eine grössere oder kleinere Majorität an- 
derseits. Dies ist der deutlichste principielle Fehler der ganzen 
Untersuchung. Wenn man, was mir nicht zu kühn scheint, von 
der Annahme ausgeht, dass die gegenseitige Beeinflussung der 
einzelnen Geschworenen stets derart ist, dass sie die Majorität 
erhöht, so kann man behaupten, dass der Einfluss des Zufalls 
auf die Verdicte jedenfalls grösser, vielleicht sogar viel erheb- 
licher ist, als es die Zahlen Poisson's erscheinen lassen. — 
Eine eingehende Kritik jener Untersuchungen würde indessen 
in dieser irrtümlichen Voraussetzung nicht einmal den wichtigsten 
Mangel erblicken müssen. Ein weit erheblicherer besteht viel- 
mehr in der begrifflichen Formulirung dessen, was als Gegen- 
stand der Untersuchung hingestellt wird. Dies ist nämlich 
keineswegs die Wahrscheinlichkeit oder relative Häufigkeit der 
consentirenden und dissentirenden Urteile, sondern der richtigen 
und der falschen. Unter einem richtigen Urteil soll allerdings 
hier nicht dasjenige verstanden werden, welches den wirklich 
Schuldigen für schuldig erklärt, den wirklich Unschuldigen 
freispricht; dass in diesem Sinne die Häufigkeit der richtigen 
und der falschen Urteile nicht festgestellt werden kann, ist 
ja ohne Weiteres einleuchtend. Gleichwol hat bei Poisson 
die Eichtigkeit oder Falschheit des Urteils eine Beziehung auf 
etwas Objectives, nämlich auf die „wirkliche Wahrscheinlichkeit", 
welche für die Schuld oder Unschuld des betreffenden Ange- 
klagten besteht. Indem Poisson von der Voraussetzung aus- 
geht, dass man im Allgemeinen einen Angeklagten für schuldig 
erkläre, wenn man seine Schuld mit einer gewissen Wahrschein- 
lichkeit annehme, die jedenfalls erheblich über y liege ^) , ge- 
langt er zu der Begriffsbestimmung, welche wir a. a. 0. p. 389 
lesen : „Pour les jurös du ressort de chaque cour d'assises et pour 
chacun des deux genres de crimes que nous avons distinguös 
on doit donc concevoir qu'il y a une certaine probabilit^ b^ 
jugöe süffisante et nöcessaire pour la condamnation. Cela ötant, 



1) Vergl. auch die ähnlichen Erörterungen bei Laplace in der Theorie 
analytique etc., Introduction p. LXXXVI. 
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la Chance u, qu'un jur^ pris au hasard sur la liste de ce d^par- 
tement ne se trompera pas dans son vote, est la probabilitö 
qu'il jugera celle (la probabilitö) de la culpabilitö de Taecusö 
ögale ou supörieure ä ;8^ si eile Test effectivement, ou Wen, in- 
förieure ä 0^ si en effet, eile n'atteint pas cette limite**. Was 
nun aber dabei zu deoken sei, dass die Wahrscheinlichkeit der 
Schuld eines Angeklagten den Wert j^ wirklich erreiche oder 
übertreflfe, ist gänzlich unvorstellbar. Aehnlichen Bedenken unter- 
liegen noch mehrere der von Pols son verwendeten Begriffe. 
Den Gedankengängen seiner Untersuchungen weiter nachzu- 
gehen, darf daher wol unterlassen werden; es dürfte kaum ein 
Werk geben, welches in ähnlich instructiver Weise zeigt, wie 
durch eine theoretische Unklarheit die scharfsinnigsten Unter- 
suchungen auf Irrwege geraten können. Man wird, sobald 
man sich gewöhst hat, eine deutliche Vorstellung mit dem 
Worte Wahrscheinlichkeit zu verbinden, die exponirenden, nicht 
rechnenden, Teile des Po isson 'sehen Buches nicht lesen können, 
ohne gleichsam von einem Gefühl der Beängstigung befallen zu 
werden, da es nie geliogt, sich deutlich zu machen, wovon eigent- 
lich die Eede ist. 

14. Die üebersicht der Anwendungs-Gebiete der Wahrschein- 
lichkeits-ßechnung legt die Frage nahe, ob es nicht gelingen sollte, 
die Bedingungen, von welchen die Verwertbarkeit dieser Methode 
abhängt, in allgemeiner Weise anzugeben. Zwar ist im Früheren 
schon das logische Verhältniss, welches zu einer numerischen 
Gestaltung der Wahrscheinlichkeit führt, allgemein bezeichnet 
worden ; ob aber bei den auf einen bestimmten Gegenstand ge- 
richteten Erkenntniss-Bestrebungen eben dieses logische Verhält- 
niss Statt findet, das muss, wie sich von selbst versteht, vor Allem 
von der objectiven Beschaffenheit dieses Gegenstandes selbst, 
daneben von den Hilfsmitteln der Untersuchung abhängen, 
welche wir ihm gegenüber besitzen. Die Anwendungs-Gebiete 
der Wahrscheinlichkeits-Eechnung auch von diesem Gesichts- 
punkte aus zu charakterisiren, erscheint nicht überflüssig; und 
es mögen in dieser Hinsicht wenigstens einige Bemerkungen hier 
Platz finden. 

Zimächst kann das Princip der Spielräume nur da eine er- 
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hebliche Bolle spielen, wo eine genaue und detaillirte Eenntniss 
aus irgend einem Grunde für uns unerreichbar ist. Die nume- 
rische Gestaltung der Wahrscheinlichkeit ist alsdann, wie wir 
gesehen haben, daran gebunden, dass entsprechend einer umfang- 
reichen Variirung in der Verhaltungsweise der bedingenden Um- 
stände gewisse Modi des Erfolges in beständiger Wiederholung 
mit einander abwechseln. Ueberblicken wir die Art und Weise, 
wie diese eigentümliche Art des Zusammenhanges herbeigeführt 
wird, so lassen sich verschiedene Fälle unterscheiden. 

Von diesen ist der einfachste der, dass irgend welche Dinge 
nur einen ganz bestimmt begrenzten Kreis von Zuständen zu 
durchlaufen vermögen, und so eine grosse Mannigfaltigkeit von 
Einwirkungen immer nur die Wiederholung dieser selben Ver- 
haltungsweisen bedingen kann. Beim Würfeb oder beim Kopf- 
und Schrift-Spiel ist diese Begrenztheit der Zustände durch die 
Beschränktheit der überhaupt, möglichen Orientirungen, also in 
letzter Instanz durch die Beschaffenheit des Baums gegeben. 
Diese bringt es mit sich, dass beliebi}^ viele Drehungen, welche 
wir mit dem Würfel oder der Münze vornehmen, immer nur 
zu der Wiederholung derselben definitiven Lagerungs - Möglich- 
keiten führen. Etwas Aehnliches kann auf manche andere Weise 
erreicht sein. Wenn z. B. ein Gas-Molekül in einen bestimmten, 
von festen Wänden begrenzten Baum eingeschlossen ist, so beruht 
der Wahrscheinlichkeits-Ansatz, den wir für sein Enthaltensein 
in diesem oder jenem Teile des Baumes machen können, in ganz 
ähnlicher Weise darauf, dass die grosse Zahl ganz verschieden- 
artiger Einwirkungen, die dasselbe bei seinen Zusammenst^ssen 
erfährt, ebenfalls nur einen bestimmt begrenzten Kreis von Ver- 
haltungsweisen herbeiführen kann, und dass daher, wenn wir 
uns alle jene Einwirkungen variirt denken, diese in beständiger 
Abwechselung sich wiederholen. 

Während hier die fragliche Eigentümlichkeit an die Be- 
grenztheit des in einer gewissen Hinsicht überhaupt Möglichen 
gebunden erscheint, finden wir sie in anderen Fällen in ganz 
anderer Weise herbeigeführt. Denken wir z. B. an das Stoss- 
Spiel, so sehen wir, dass hier die numerische Bestimmbarkeit 
auf einer ganz bestimmten objectiven Anordnung beruht, welche 
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innerhalb einer gewissen räumlichen Erstreckung völlig gleich- 
artige reale Gegenstände, die schwarzen und weissen Streifen der 
Bahn, in beständiger Abwechselung wiederholt. Wir finden den 
genau gleichen Modus wieder, wenn es sich um die Ziehung von 
Kugeln aus einem Gefässe handelt, sofern vorausgesetzt werden 
kann, dass in kleinen Teilen des Gefässes schwarze und weisse Kugeln 
in annähernd gleichem Zahlen-Verhältniss vorhanden sind. Wir 
sahen aber auch, dass, wo es sich z. B. um die Chance eines 
Beobachtungs-Fehlers handelt, oder um die Gefahr, von einer 
Krankheit befallen zu werden, das häufig wiederholte Vorhanden- 
sein gleichartiger Dinge oder Vorkommen gleichartiger Ereignisse 
als Grund resp. als Bedingung für die zahlenmässige Darstell- 
barkeit der Wahrscheinlichkeiten anzusehen ist. Gerade hier nun 
tritt es sehr deutlich hervor, wie es eine ganz bestimmte Ge- 
staltimg der Wirklichkeit ist, auf die es ankommt, und dass 
überall, wo diese nicht oder nur xmvoUkommen realisirt ist, 
unsere Erwartungen nicht oder nicht genau numerisch bestimmt 
werden können. Wo de facto nicht genau gleichartige, sondern 
nur mehr oder weniger ähnliche Dinge sich räumlich oder zeitlich 
wiederholen, und auch das Ausdehnungs-Verhältniss, in welchem 
ihr Vorhandensein und Fehlen mit einander abwechselt, kein 
bestimmtes, sondern ein mehr oder weniger schwankendes ist, 
da kann der Natur der Sache nach eine bestimmte Zahl als 
genauer und richtiger Wahrscheinlichkeits-Ausdruck gar nicht 
angegeben werden. Hiernach ist verständlich, dass es sehr häufig 
einem Phantom nachjagen hiesse, wenn man sich eine genaue 
Ermittlung gewisser Wahrscheinlichkeits- Zahlen zur Aufgabe 
machen wollte. Sehr häufig sind die allgemeinen Bestimmungen, 
welche unserer Kenntniss zugänglich sind, gar nicht derart, dass 
sie präcise angebbare Wahrscheinlichkeiten dieses oder jenes Er- 
gebnisses constituiren. Wir thun daher wol, uns gegenwärtig 
zu halten, dass, wenn wir z. B. von einer bestimmten Aufmerk- 
samkeit oder Geschicklichkeit eines Beobachters oder von einem 
gewissen allgemeinen Gesundheits-Zustande sprechen, die hierdurch 
bezeichneten objectiven Verhaltungsweisen thatsächlich nicht solche 
sind, dass sie eine genaue Einteilung und Vergleichung von 
Spielräumen zuliessen, und dass daher der Natur der Sache nach 
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jede Wahrscheinlichkeit, die auf ihnen beniht, keine ganz scharfen 
numerischen Bestimmungen erfahren kann. Es kann daher auch 
ganz und gar nicht als eine allgemeine Aufgabe der Forschung 
angesehen werden, Wahrscheinlichkeiten zu bestimmen; es sind 
vielmehr nur ganz besondere objective Verhältnisse, unter welchen 
sich diese Aufgabe darbietet. 

Ob die Betrachtung der Spielräume von wesentlicher Be- 
deutung wird, hängt noch von anderen Umständen ab ; es muss 
selbstverständlich dies vorzugsweise da der Fall sein, wo die- 
selbe hohe Wahrscheinlichkeiten liefert, und zwar für solche 
Annahmen, die nicht in irgend beliebiger Weise aufgeworfen 
sind, sondern an die sich ein erhebliches Interesse knüpft. Da 
nun das Princip der Spielräume seiner Natur nach immer nur 
für solche Verhaltungsweisen eine grosse Wahrscheinlichkeit er- 
giebt, welche sehr allgemeine sind, d. h. einen grossen Spielraum 
umfassen, so erscheint als wesentliche Bedingung für die nütz- 
liche Verwendung des Princips, dass derartigen allgemeinen Be- 
stimmungen eine wesentliche und einheitliche Bedeutung zukommt. 
Sehr klar zeigt sich dies da, wo es sich um das Qesammt- oder 
Durchschnitts- Verhalten sehr vieler gleichartiger Fälle handelt. 
Die Erwartung z. B., dass xmter 1000 Eoulette- Würfen 500 Mal 
Bot fallen werde, schliesst die ganze Zahl verschiedener Möglich- 
keiten ein, welche durch die verschiedene Reihenfolge von 500 
Würfen der einen und 500 der anderen Art repräsentirt sind; 
alle diese sind in jenen allgemeinen Begriff zusammengefasst. 
In solchen Verhältnissen besitzen in der That aus nahe lie- 
genden Gründen die Gesammt-Ergebnisse ein wesentliches und 
selbständiges Interesse. Diesem Umstände verdankt offenbar die 
Wahrscheinlichkeits-ßechnung die wichtige Bedeutung, die ihr 
hier zukommt. Noch dominirender wird das Princip dann, wenn 
jene Gesammt-Ergebnisse das Einzige sind, was zu unserer 
Kenntniss gelangt, und unser Interesse sich also auf sie sogar 
ganz ausschliesslich concentrirt. Dies ist z. B. der Fall in der 
Molekular -Physik. Jeder Körper von wahrnehmbaren Dimen- 
sionen enthält, nach Allem, was wir wissen, eine ungeheure Zahl 
völlig gleichartiger Moleküle. Die genaue Anordnung derselben 
ist für uns gänzlich unbestimmbar, und die Ungenauigkeit unseres 
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Wissens lässt für jedes derselben gleichartige Spielräume des 
Verhaltens offen. So ergeben sich ans einer beschränkten Zahl 
von Bestimmungen enorme Wahrscheinlichkeiten für gewisse all- 
gemein charakterisirte Modi des Gesammt-Verhaltens, wie z. B. 
die Ausgleichung der Temperatur in sehr kleinen Eanm-Teilen. 
Auch bezüglich des zukünftigen Geschehens können wir mit 
grösster Wahrscheinlichkeit immer nur solche allgemein ausge- 
drückte Erwartungen bilden, wie etwa, dass die Temperatur 
eines Körpers steigen oder sinken werde, ohne über das Detail 
seiner molekularen Verhältnisse etwas zu vermuten. Aber jene 
Erscheinungen des Gesammt-Verhaltens sind auch wieder das 
Einzige, was wir beobachten können, und somit das Einzige, 
worüber Vermutungen zu bilden wir ein erhebliches Interesse 
haben« 

Diese Bemerkungen werden genügen, um auch von dem hier 
gewählten Standpunkte aus begreiflich zu machen, dass es nur 
bestimmte Gegenstände sind, welchen gegenüber eine Anwendung 
der Wahrscheinlichkeits-Eechnung von hervorragender Wichtig- 
keit ist, dass andere die hier in Frage kommenden Besonder- 
heiten mehr oder weniger annähernd oder gar nicht dar- 
bieten, und dass somit in der Natur der Gegenstände selbst die 
grössere oder geringere Verwertbarkeit der Wahrscheinlichkeits- 
Rechnung ihre Begründung findet. 
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Capitel X. 

Zur GescMchte der Wahrsdieinliclikeits- Theorie. 

1. Ein Blick auf die Geschichte der Wahrscheinlichkeits- 
ßechnung ist von dem Standpunkt unserer Untersuchungen aus 
nicht ohne Interesse, da abgesehen von der allmählich fort- 
schreitenden Ausbildung der mathematischen Methoden auch die 
Wandlungen und Schwankungen der allgemeinen, die ganze Auf- 
fassung der Wahrscheinlichkeits-Kechnung bestimmenden Vor- 
stellungen sich verfolgen lassen. Ich glaube, dass einige Notizen 
über diese Seite der geschichtlichen Entwicklung hier um so 
mehr am Platze sein werden, als grade ihr in dem umfang- 
reichen Werke von Todhunter^) nur ganz geringe Aufmerk- 
samkeit gewidmet worden ist. 

Als erste Anfänge der Wahrscheinlichkeits-Rechnung werden 
gewöhnlich die Untersuchungen von Pascal und Format be- 
trachtet, welche in dem Briefwechsel dieser beiden Gelehrten 
enthalten sind^). Schon hier, wie auch später häufig, wird 
das Hauptgewicht auf die Lösung bestimmter Aufgaben, somit 
auf die mathematischen Methoden gelegt; eine Erörterung des 
dem ganzen Verfahren zuzuschreibenden Sinnes dagegen fehlt hier 
ganz. Derselbe mochte wol, bei der Beschränkung auf die Zufalls- 
Spiele, auch ohne eingehende Ueberlegungen hinlänglich klar 
erscheinen. Beachten wir indessen die sprachliche Formulirung, 
in welcher die Probleme und ihre Lösungen gewöhnlich erscheinen, 
so finden wir — was gewiss nicht ohne Interesse ist — dass 



1) Todhunter, History of the Mathematical Theory of Probability 
from tbe time of Pascal to that of Laplaco. 

2) Pascal, Oeuvres (A la Haye 1779.) Tora. IV p. 412—443. 
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als Gegenstand der Bestimmung zumeist der Wert, im prak- 
tischen Sinne, hingestellt wd. Jede Chance erscheint als Chance 
eines Gewinnes und ihre Bestimmung ist nichts anderes, als 
die Ermittelung des ihr äquivalenten sicheren Besitzes. Die 
von Pascal und Fermat behandelten Fragen beziehen sich 
vorzugsweise auf das sogenannte Probleme des parties, d. h. auf 
die Teilung des Einsatzes, welche Statt zu finden hat, wenn zwei 
Spieler bei beliebigem Stande eines Spieles übereinkommen, das- 
selbe abzubrechen. Es wird hier gefragt, welche Teilung „ge- 
recht* ist, oder welchen „Wert" der augenblickliche Stand des 
Spieles für jeden Spieler repräsentirt. Ganz gelegentlich findet 
sich dabei einmal die Wendung: „le hasard est 6gal" % welche 
man etwa als die erste Aufstellung des Begriffs gleich mög- 
licher Fälle betrachten kann. Die gleiche an die praktische Be- 
deutung anknüpfende Formulirung findet sich auch bei den zu- 
nächst folgenden Autoren noch sehr gewöhnlich; z. B. „expectatio 

a 4- b 
dicenda est valere T^ ** , oder „si pecuniam prout üequum est 

partiri velimus* ^) und dergl. Bemerkenswert ist, dass noch sehr 
viel später Bayes, welcher eine ganz allgemeine Definition der 
Wahrscheinlichkeit giebt, von demselben Gesichtspunkt ausgeht. 
Die etwas schwerfällige Erklärung lautet : The probability of any 
event is the ratio between the value at which an expectation, 
depending on the happening of the event, ought to be computed, 
and the value of the thing expected upon its happening** *). 

2. Nur kurze Zeit nach den eben erwähnten Arbeiten von 
Pascal und Fermat, welche in das Jahr 1654 fallen, er- 
hielt die Wahrscheinlichkeits-Eechnung einen Anstoss von ganz 
anderer Seite, wobei aber die Fragestellung wieder zunächst 
einen Wert im praktischen Sinne betraf. Man fing nämlich an, 
nach einem bestimmten und rationellen Maass für den Wert der 
Leibrenten zu suchen. Die zu beantwortende Frage war also 



1) A. a. 0. p. 414. 

2) Hngenii Tractatus de Batiociniis in Indo aleae; prop. I. IV. (Der- 
selbe steht als Pars I in J. Bernouilli's Ars conjectandi). 

3) Bayes, An Essay towards solving a Problem in the Doctrine of 
Chances. Philosoph. Transactions. 1763. 
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die: welcher Preis darf billiger Weise gefordert oder vernünf- 
tiger Weise gezahlt werden für die Verpflichtung, einer Person, 
die jetzt in einem bestimmten Alter steht, so lange sie 
lebt, jährlich eine gewisse Summe zu zahlen? Es versteht 
sich von selbst, dass diese Frage hinausläuft auf die andere, 
mit welcher Wahrscheinlichkeit für ein jetzt in bestinmi- 
tem Alter stehendes Individium irgend eine längere oder kür- 
zere Lebensdauer zu erwarten sei. Die ersten Versuche zn 
rationeller Beantwortung dieser Fragen sind, wie Todhunter 
angiebt, von John Gaunt^) (1662) und Jan de Witt 2) (1671) 
gemacht worden. Aus dem Jahre 1693 datirt eine diesen Ge- 
genstand betreffende Arbeit von Halley'). In dieser werden 
aus statistischen Erhebungen, welche sich auf die Stadt Breslau 
beziehen, ermittelt „the Ghances of Mortality at all ages and 
likewise how to make a certain Estimate of the value of Annu- 
ities for Lives etc." Der hier zumeist gebrauchte Ausdruck ist 
,the odds**, (z. B. the odds that any person does not dye before 
he attain any proposed age) oder auch „Chances", wogegen sich 
„probability'* noch gar nicht findet. 

3. Die Anwendung der Wahrscheinlichkeits-Rechnung in 
zwei so heterogenen Gebieten wie den Zufalls -Spielen und den 
Sterblichkeits-Verhältnissen genügte, um in Kurzem die Bedeutung 
derselben als eine äusserst allgemeine erscheinen zu lassen, und 
zwar sehen wir, wie mit wenigen Schritten eine theoretische 
Auffassung erreicht wird, welche in wesentlich gleicher Weise eine 
grosse Anzahl Autoren — in der Hauptsache die Mathematiker 
— bis auf die neueste Zeit sich aneignen. Wir sehen, dass 
gleichzeitig in stetiger Weise die Methodik vermehrt wird, und 
dass so eine, wenigstens diesem Kreise von Autoren massgebende, 
feste Tradition sich ausbildet, deren innerer Zusammenhang es 



1) John Gaunt, Natural and political observations made upon the 
bills of Mortality. 

2) Jan de Witt, De vardye van de lifrenten. 

3) Halley, An Estimate of the Degrees of the Mortality of Mankind, 
drawn from curious Tables of the Births and Funerals at the City of 
Breslaw; with an Attempt to ascertain the Prise of Annuities upon Lives. 
Philos. Transactions. 1693. 
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wol gestattet, die ihr angehörenden Theorien und Verfahrungs- 
weisen, wie wir früher gethan haben, als die „schulmässigen'' 
zu bezeichnen. Als Hauptvertreter dieser Eichtung wird L aplace 
zu nennen sein, dessen Theorie analytique des proba- 
bilitös noch gegenwärtig das umfassendste und wichtigste 
Werk dieser Kategorie ist. Beschäftigen wir uns zuerst mit dieser 
schulmässigen Behandlung der Wahrscheinlichkeits- Theorie. 

Wünscht man den principiellen Standpunkt, der hier fest- 
gehalten wurde, kurz zu charakterisiren, so wird man nicht umhin 
können zuzugestehen, dass es der lo g i seh e war. In der That fin- 
den wir schon bei Jac. Bernouilli in der Ars conjectandi^), 
vollständig klar die Ansicht durchgeführt, dass ^ift Wal^ rsnhgnlTfilh- 
keits^Rechnu ng eine allgemeine Logik des Ungewissen sei; und 
es wird die Anwendbarkeit derseWen ausdrücklich als eine ganz 
universale bezeichnet. Dieser Anschauung ist auch die etwas 
überschwängliche Art und Weise zuzuschreiben, in welcher Ber- 
nouilli in der allgemeinen Einleitung die Wichtigkeit und den 
Wert des Gegenstandes preist. Es sei gestattet, als sehr charak- 
teristisch den betreffenden Passus aus der Ars conjectandi hier 
mitzuteilen. Wir lesen dort^): „Qaamquam hoc negotii eatenus 
Sit considerationis Mathematicae, quatenus in subducendo calculo 
terminatur, si tamen usum et necessitatem spectes, universale 
prorsus est et ita comparatum, ut sine illo nee sapientia Philo- 
sophi nee Historici exactitudo, nee Medici dexteritas aut Politici 
prudentia consistere queat*". Eine solche Schätzung hat natürlich 
zur notwendigen Voraussetzung, dass das Verfahren nicht mehr 
wie früher als eine Bestimmung von Werten im praktischen 
Sinne, sondern als eine Methode von wesentlich intellektueller 
Bedeutung angesehen wird. Die genauere Darlegung der Theorie 
enthält der vierte Teil der Ars conjectandi, und hier wird auch, 
wovon bei Pascal und Format gar nicht die Rede ist, die 
subjective Bedeutung der Wahrscheinlichkeits-Sätze in's Licht 
gestellt. „Certitudo rerum", heisst es hier, „spectata in ordine 
ad nos, non omnium eadem est, sed multipliciter variat secundum 



1) Dieselbe erschien 1713, nach dem Tode des Verfassers. 

2) Im Prooemium des zweiten Teils. 
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magis et minus". Ferner: »Probabilitas ... est gradus certi- 
i tudinis et ab hac differt ut pars a toto. Nimirum si certitudo 
integra et absoluta, quam litera a vel unitate 1 designamus, 
quinque verb. gr. probabilitatibus seu partibus constare supponatur, 
quarum tres militent pro existentia aut futuritione alicujus even- 
tus, reliquae contra, eventus ille dicetur habere -| a, seu |- 
certitudinis". . . . „Conjicere rem aliquam est metiri ejusprobabili- 
tatem; ideoque Ars conjectandi sive stochastice nobis definitur 
ars metiendi quam fieri potesl exactissime probabilitates rerum, 
eo fine ut in judiciis et actionibus nostris semper eligere vel 
sequi possimus id, quod melius, satius, tutius aut consultios 
fuerit deprehensum; in quo solo omnis Philosophi sapientia et 
Politici prudentia versatur**. 

Bedeutungsvoll ist dann weiter die Art und Weise, wie die 
Messung der Wahrscheinlichkeit erläutert wird, wobei ganz un- 
I merklich die objective Bedeutung an die Stelle der subjectiven 
H sich schiebt. „Probabilitates aestimantur ex numero siniul et gon- 
I derejTguafillif^^ . • Per pondus autem Intelligo vim probandi? 
/ Diese letztere, die vis probandi, wird aber sodann dahin erläutert, 
„vim probandi pendere a multitudine casuum, quibus illud existere 
vel non existere, indicare vel non indicare aut etiam contrarium 
rei indicare potest". Und gleich darauf heisst es: „Pono autem, 
omnes casus aeque possibiles esse seu pari facilitate evenire posse; 
alias enim moderatio est adhibenda et pro quovis casu faciliori 
tot alii casus numerandi sunt, quoties is ceteris facilius evenit: 
ex. gr. pro casu triplo faciliori numero tres casus qui pari cum 
caeteris facilitate contingere possinf*. 
1 ; Man bemerkt hier zuletzt aus der ganzen Formulirung recht 

! wol, dass dieses Zahlen -Yerhältniss der verschiedenen gleich 
1 möglichen Fälle im Grunde als ein objectives angesehen wird. 
Vielleicht noch deutlicher tritt dies darin hervor, dass auch 
die empirische Wahrscheinlichkeits- Bestimmung, welche Ber- 
nouilli namentlich mit Bezug auf die Sterblichkeits-Verhältnisse 
geläufig war, als die Ermittlung eines eben solchen Zahlen-Ver- 
hältnisses gleich möglicher Fälle betrachtet wird. „Quod a 
priori elicere non datur, saltem a posteriori, hoc est, ex 
eventu in similibus exemplis multoties observato eruere licebit; 
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quandoquidem praesumi debet, tot casibus unumquodque posthac 
contingere et non contingere posse, quoties id antehac in simili 
rerum statu contigisse et non contigisse fiierit deprehensum". 

Bernouilli findet also keine Schwierigkeit in der Vor- 
stellung, dass hier erst die Beobachtung einer grösseren Zahl 
von Fällen uns auf denselben Standpunkt des Wissens stellt, 
auf dem wir etwa den Zufalls-Spielen gegenüber stehen; und 
gerade hierin zeigt sich der objective Sinn, in welchem die 
„Gleichmöglichkeit* der Fälle genommen wird. Die Schwierigkeit 
indessen, diesen Sinn in einer befriedigenden Weise anzugeben, 
zwingt dazu, in der Theorie die subjective Bedeutung der Wahr- 
scheinlichkeiten in den Vordergrund zu stellen. Die Auffassung 
der späteren Autoren zeigt deutlich eine noch stärkere Wendung 
nach dieser Seite. 

In der That bedurfte es, um diese zu motiviren, nur des 
Hinweises, welcher der irrtümlichen Anschauung des ganz un- 
geschulten Denkens gegenüber so häufig wiederholt worden ist, 
dass objectiv der Erfolg durch die Gesammtheit der bedingenden . 
Umstände vollkommen bestimmt ist, daher ein Fall als sicher, alle 1 
anderen aber als unmöglich zu bezeichnen sind. Hierüber dürften wol 
schon die ältesten Autoren der Wahrscheinlichkeits-Rechnung nicht 
im Unklaren gewesen sein *). Mit dieser Einsicht ist aber dann | 
die Beziehung des gleich Möglichen auf das individuelle Wissen 1 
unmittelbar gegeben. Deutlich formulirt findet sie sich bei 
Daniel Bernouilli^), welcher hier freilich von einer Hypothese 
spricht: „Demonstrationes hujus propositionis .... omnes videbis 
hac inniti hypothesi, quod cum nuUa sit ratio cur expectanti 
plus tribui debeat uni quam alteri, unicuique aequae sint adju- 
dicandae partes*. — Viel schärfer als Jac. Bernouilli hebt V 
sodann der Artikel „Probabilitö* der Encyclopödie den subjec- | 
tiven Sinn der Wahrscheinlichkeit hervor. Zwar geht auch dieser 
zunächst noch von dem „Wert* im practischen Sinne aus. 



1) Todhunter citirt eine interessante SteUe, in welcher Kepler sich 
in diesem Sinne mit aller zu wünschenden Präcision und Klarheit aus- 
spricht. 

2) D. Bernouilli, Specimen theoriae novae de mensura sortis. 
Comment. Acad. Imp. Petrop. 1730 et 1731. 
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Supposons que Ton vienne me dire, que j*ai eu ä une loterie un 
lot de dix raille livres; je doute de la \6nU de cette nouvelle, 
Quelqu'un qui est prösent me demande, quelle somme je vou- 
drais donner pour qu'il me Tassurät. Je lui offre la moiti^, ce 
qui veut dire que je ne regarde la probabilit^ de cette nouvelle 
que comme une demi-certitude/ — Weiterhin indessen ist hierFon 
ganz abgesehen und die Wahrscheinlichkeits- Rechnung ebenfalls 
als eine logische Methode ^von un iversaler Anwendung hingestellt. 
, Cette maniöre de döternainer probablement le rapport des causes 
qui fönt naitre un evönement ä Celles qui le fönt manquer, ou 
plus gönöralement laproportipn jdea jaiso ns ou condition s qui 
(gtablissent J£ vöritO^ne^^ 



l conirairg, s'applique ä tout ce qui peut arriver ou ne pas arriver, 
k tout ce qui peut 6tre ou ne pas 6tre." Und gleich darauf findet 
sich dann die präcise Erklärung der gleich möglichen Fälle im 
subjectiven Siim^ , J'ai dit que ce principe s'employait quand nous 
supposions les divers cas 6galement possibles. Et en effet ce n'est 
que par supposition relative k nos connaissances born^s que nous 
disons, par exemple, que tous les points d'un dez peuvent ögale- 
ment venir; ce n'est pas que quand ils roulent dans le cornet 
celui qui doit se präsenter n'ait d6jä la disposition qui, combinee 
avec Celle du cornet, du tapis, ou de la force et de la maniere 
avec laquelle on jette le dez le doit faire sürement arriver; mais 

jtout cela nous ^tant enti^rement inconnu nous n'avons pas de 

f raison de pr6f6rer un point ä un autre; nous les supposons donc 

•tous ögalement faciles ä arriver. ** 

^ Hiermit ist im Wesentlichen der Standpunkt erreicht, auf 
welchem auch Laplace steht. Bei diesem finden wir die kurze 
Erklärung: „cas ^galement possibles, c'est k dire tels que nous 
soyons ^galement ind^cis sur leur existence,* eine Auffassimg, 
welche mit dem von uns so genannten Princip des mangelnden 
Grundes zusammentrifft. 

4. Es ist hier nicht der Ort, genauer darauf einzugehen, wie 
sehr es dem Geiste des vorigen Jahrhunderts entsprach, auf die 
ausgedehnte Anwendung der Wahrscheinlichkeits -Rechnung die 
grössten Hoffnungen zu setzen, von ihr so zu sagen eine durch- 
gängig rationelle Gestaltung alles Denkens zu erwarten; es ist 
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diese allgemeine geistige Strömung, aus welcher allein sich die 
damals ausserordentlich intensive Beschäftigung mit unserem 
Gegenstande erklärt. Ungemein charakteristisch hierfür sind die 
folgenden Worte Condorcet's^): „II n'y a personne qui n'ait 
observö sur lui-m6me, qu'il a changö d'opinion sur certains 
objets, suivant Tage, les circonstances, les ^venemeuts, sans 
pouvoir dire cependant, que ce changement ait 6t6 fondö sur 
de nouveaux motifs, sans pouvoir y assigner d'autre cause que 
rimpression plus ou moins forte des memes objets. Or si au 
lieu de juger par cette Impression qui multiplie ou exag^re 
une partie des objets, tandis qu'elle attönue ou empöche de 
voir les autres, on pouvait les compter ou les 6valuer par le 
calcul, notre raison cesserait d'etre Tesclave de nos. jmpressions/ 

Während diese äusserst allgemeinen Formulirungen des Prin^ 
dps und der Aufgabe der Wahrscheinlichkeits^Kechnimg auf- 
kommen, wird gleichzeitig dieselbe auch wirklich auf neue Unter* 
su<5hungs-Gebiete angewandt. Von diesen mögen als die wichtigsten 
hier Erwähnung finden: die Beobachtungs-Fehler, welcheSimpson ^) 
und Laplace^) zuerst der Wahrscheinlichkeits-Rechnung unter- 
warfen; die Entscheidungen durch Stimmen -Mehrheit, welche 
Gondorcet*) zuerst nach den Methoden der Wahrscheinlichkeits- 
Rechnung behandelte; endlich die Statistik der Heilerfolge, welche 
in dieser Weise zu verwerten wol zuerst Black ^) versucht hat. 



1) Cottdorpet, Essai sur rappUcation de l'analyse a la probabilito 
des decisions. Discours pr^lim, CLXXXV. 

2) Simpson, A letter to the H. H. Earl of Macclesfield, on the ad- 
vantage of taking the Mean of a number of Observations in practical 
Astr(momy. Philos. Transactions. 1755. 

3) Laplace, D^terminer le milieu que Ton doit prendre entre trois 
obseryations donnöes d'un m^e pb^om^ne. M^m oires dessavans ^trangers. 
Vol. IV. Paris. 1774. 

4) Condorcet, Essai sur l'application de l'analyse a la probabilite 
des decisions i*endues a la pluralite des voix. 1785. 

5) Black, Analyse arithm^tique et medicale des maladies et de la 
mortalite de Tesp^ce bumaine. (An äritbmetioal and medical Analysis etc.) 
2'»« 6d. 1789; ich finde dieses mir nicht bekannte Werk erwähnt in 
LacroixV Trait^ 41em. S. 200. Von den jetzt noch bekannteren Arbeiten, 
die sich mit diesem Gegenstande beschäftigen, ist die älteste Gavarret, 
Principes g^n^raux de statistique medicale Paris 1840. 

YOQ Kries, Wahi-sclieinlichkeits-Bechnang. ]g 
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Die Massenerscheiuungen der menschlichen Gesellschaft sind hier 
nicht mehr besonders zu nennen, weil ja die Anwendung der 
Wahrscheinlichkeits-Eechnung auf die Lebensdauer, als eine der 
ältesten, schon vorhin erwähnt wurde. Doch ist zu bemerken, 
dass sich der Kreis dieser Art von Anwendungen alsbald in 
grösstem Maasse erweiterte, indem ausser den Sterblichkeits- Ver- 
hältnissen die Geburten, Eheschliessungen, Verbrechen etc. in 
ähnlicher Weise untersucht wurden. 

Man sagt sich leicht, dass die Allgemeinheit des Princips 
für diese Vermehrung des Gebrauchs der Wahrscheinlichkeits- 
Rechnung nicht ohne Bedeutung war: es dürfte wol kaum ein 
Gebiet von Untersuchungen geben, in welchen nicht nach dem 
Princip des mangelnden Grimdes gleich mögliche Fälle statuirt 
werden könnten. 

Indessen wird man doch zugeben müssen, dass die Art der 
Anwendung der Wahrscheinlichkeits-Rechnung, wie sie sich in 
der Tradition der Schule ausbildete, der Hauptsache nach nicht 
in dieser principiellen Vorstellung ihre Erklärung findet. In der 
That führt ja das Princip des mangelnden Grundes, sobald man 
nur richtig und vollständig zergliedert, notwendig zu der Ein- 
sicht, dass in vielen Fällen, schon wegen der ungeheuren Com- 
plication der möglichen Annahmen, eine Aufstellung numerischer 
Wahrscheinlichkeiten unausführbar ist. Für die mannigfaltigen 
irrtümlichen Anwendungen, welche gebräuchlich wurden, Irann 
daher das Princip nur in negativer Weise verantwortlich gemacht 
werden, insofern es die Bedingungen für eine correcte Anwendung 
nicht erkennen lässt. 

Ausserdem ist, wie man behaupten darf, das Princip auch 
in der schulmässigen Verwendung der Wahrscheinlichkeits-Rech- 
nung niemals ganz consequent durchgeführt worden. Zunächst 
schon machte es sich sehr häufig fühlbar, dass in der Bestimmung 
des »gleich Möglichen** eine erhebliche Schwierigkeit liegt. So 
sagt La place: ,s'ils ne le sont pas* (si les cas ne sont pas ögale- 
ment possibles) „on döterminera d'abord leurs possibilit^s respec- 
tives dont la juste appröciation est un des points les plus döli- 
cats de la thöorie des hasards.* Insbesondere hat sich wol 
jederzeit die Vorstellung von einer objectiven, gewissen Verhält- 
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Bissen als solchen zukommenden Wahrscheinlichkeit erhalten und 
geltend gemacht. Dies zeigt sich streng genommen in all den- 
jenigen Untersuchungen, welche a posteriori zu ermitteln wün- 
schen, welches die „wirkliche Wahrscheinlichkeit" eines Ereignisses 
ist. Denn diese Fragestellung ist zwar leicht befriedigend zu 
deuten, wenn das die Wahrscheinlichkeit bestimmende objective 
Moment direct namhaft gemacht werden kann, wie z. B. das 
Zahlen- Verhältniss, in welchem ein Geföss schwarze und weisse 
Kugeln enthält. Von der Wahrscheinlichkeit des Todes für ein 
bestimmtes Individuum und der „Bestimmung* dieser Wahr- 
scheinlichkeit zu sprechen, hatte dagegen nach dem Princip des 
mangelnden Grundes keinen unmittelbar anzugebenden Sinn. Eine 
leichte üeberlegung hätte allerdings dazu führen können, darin 
diejenige Wahrscheinlichkeit zu erblicken, welche einem ganz be- 
stimmten, nämlich dem für uns nicht überschreitbaren Wissens- 
Zustande entspricht; indessen ist die Erklärung der betreffenden 
Wahrscheinlichkeit in diesem Sinne, soviel ich weiss, nicht ge- 
geben worden. Wol aber wurden nicht selten, in directem Wider- 
spruch mit dem allgemeinen Princip, diese oder ähnliche Wahr- 
scheinlichkeiten als den betreffenden Ereignissen als solchen, ohne 
jede Kücksicht auf unseren Wissens-Zustand, zukommende erklärt. 

Als Beleg hierfür möge die folgende Stelle aus Poisson's 
Recherches dienen, in welchen der Unterschied zwischen „Chance* 
und „probabilitö* in einer, wie man wol sagen darf, sehr wunder- 
lichen Weise erörtert wird^). 

„Dans le langage ordinaire les mots Chance et probabilitö 
sont ä peu prös synonymes. Le plus souvent nous emploierons 
indifföremment Tun et l'autre; mais lorsqull sera n^cessaire 
de mettre une difförence entre leurs acceptions, on rapportera, 
dans cet ouvrage, le mot chance aux äv enements en eux-memes 
etind^pendammeot de la connaissance que nous en ayons, et Ton 
conservera au mot probabilite sa 'döfinition pröcMente. Ainsi, 
un 6vönement aura, par sa nature, une chance plus ou moins 
grande, connue ou inconnue; et sa probabilite sera relative ä 
nos connaissances en ce qui le concerne*. 



1) Poisson, Recherches sur la probalit^ des jugements. p. 31. 

18 • 
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Aehnliche Stellen finden sich vielfach,: und es ist begreiflich, 
dass die wesentliche objective Bedeutung, welche gewissen Wahr- 
scheinlichkeits- Sätzen zuzuschreiben war, sieh um so starker 
fahlbar machte, je mehr neben diesen solche andere aufkamen, 
welche dieser Bedeutung entbehrten. Das Gefühl far diesen Unter- 
schied dürfte wol keinem der zu der mathematischen Schule zu 
rechnenden Autoiren ganz gefehlt haben. 

Die eigentümliche Art und Weise, wie man die Wahrschein- 
lichkeits-Bechnung in Anwendung zu bringen pflegte, ist nun 
jedenfalls in weit höherem Grade als auf eine deutlich erfasste 
und consequent durchgeführte theoretische Vorstellung auf die 
Gewohnheit zurückzuführen, alle möglichen Erscheinungs^Eeihen 
i sich nach Art der Zufalls-Spiele zu deuten. Die$e Erscheinung 
hat nichts Befremdliches ; wie häufig sehen wir, dass Verfahrungs- 
weisen, die auf einem Gebiete correct und brauchbar sind, auf 
ein anderes übertragen werden, in welchem sie nicht am Platze 
sind und zu Täuschungen Veranlassung geben! Mancherlei Um- 
stände kamen zusammen, um die Festsetzung dieser Gewohnheit 
zu begünstigen. Vor Allem ist hier zu erwähnen, dass die 
weitere und weitere Ausdehnung statistischer Untersuchungen eine 
annähernde Constanz der durchschnittlichen ßesultate iüuner: voll- 
ständiger und allgemeiner zu ergeben schien, wo immer hin- 
länglich grosse Zahlen der Beobachtung zugänglich gemacht 
! werden konnten. Sodann war natürlich sehr wesentlich, das3 das 
j theoretische Verständniss der Zufalls-Spiele selbst ein xmvoil- 
I kommenes war, und daher für die Frage, ob irgend eine Keihe 
. * von Erscheinungen eine logische Behandlung in derselben Weise 
gestatte, kein genügender Anhalt vorlag. Ja, man muss sogar 
sagen, dass diese Frage nicht unterlassen, dass sie aber fast immer 
falsch beantwortet wurde; man meinte nämlich, dassjene logische 
/ijBehandlung überall da einzutreten habe, wo für das Zustande- 
^ f/ /kommen eines Erfolges zahllose und unbekannte Einzelheiten zu- 
^ \ ' sammenwirken. Dabei unterliess man, auf das höchst wichtige 
X \ Moment Rücksicht zu nehmen, welches für jedes der Rechnung 
, zu unterwerfende Zufalls-Spiel in der dauernden Constanz gewisser 
\ ganz bestimmter Grössen-Beziehungen gelegen ist. Eine nur mehr 
oder weniger entfernte Aehnlichkeit vieler Erschdnungen mit den 
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Zufalls^Spielen konnte demgemäss irrtümlich für eine genaue 
üebereinstimmung genommen werden. Für diese Parallelisimng 
eine theoretische «-Begründung zu geben, ist nur selten, und nur 
in bestimmten Richtungen versucht worden, nämlich in Bezug 
auf die Gonstanz der allgemeinen Bedingungen. Dass es ein 
Unding ist, das Bestehen einer solchen ganz allgemein und rein be- 
grifflich zu beweisen, kann nicht zweifelhaft sein. Nichtsdesto- 
weniger finden wir manche Betrachtungen, welche wol als Ver- 
suche eines solchen ganz allgemeinen Beweises anzusehen sind^). 
Die Unabhängigkeit und Chancen-Öleichheit der Einzelfälle da- 
gegen, welche ebenfalls im Allgemeinen unbegründeter Weise 
vorausgesetzt wurden, können von keinem theoretischen Gesichts- 
punkte aus als notwendige Merkmale jeder Reihe ähnlicher Fälle 
^rs(5heinen. In der unberechtigten Annahme dieser Eigenheiten 
ist also lediglich eine durch die Aehnlichkeit mit den Zufalls- 
Sjyielen hervorgerufene Täuschung zu erblicken. 

Wenn wir in dieser Zurückführung aller Erscheinungs-Reifaen 
auf das Schema eines gewöhnlichen ZuMls- Spiels das hervor- 
stechendste Charakteristicum für die Methode der mathematischen 
Schule finden, so soll damit keineswegs gesagt sein, dass nicht 
aucli die theoretischen Vorstellungen unter Umständen für be- 
sondere Züge dör Vörfahrungsweisen bestimmend wurden. Vor 
Allem konnte man gelegentlich darauf recurriren , dass auch 
die „objectiven** Wahrscheinlichkeiten doch nichts anderes wären, [ 
als der Ausdruck unseres ungenauen Wissens; und es erschien I 
daher gerechtfertigt, jede nach dem Principe des mangelnden/ 
Grundes gebildete Wahrscheinlichkeit als jenen äquivalent an- 
zusehen und mit ihnen in freiester Weise zu conobiniren. Von 
diesen letzteren, nach dem Principe des mangelnden Grundes 
gebildeten Wahrscheinlichkeiten waren die wichtigsten, wenig- 
stens die häufigst angewandten, diejenigen , welche als aprio- 
rische Wahrscheinlichkeiten bezeichnet wurden. Nach der von 
Bay es aufgestellten Regel pflegte mati anzunehmen, dass ehe 
eine Erfahrung vorliegt, jeder Wert einer (objectiven) Wahr- 
ödieinlichkeit gleich wahrscheinlich ist. Mit der Aufetellung 



1) Z/lfil. Poisöon, Uecberclies 'etc. p. 132. 141. ' i 
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dieser Kegel war nun eine Methode gewonnen, welche ohne jedes 
^ ^yfijtere Bedenken stets angewandt werden konnte, sobald eine 
Anzahl gleichartiger Fälle beobachtet worden war. Wenn n Fälle 
zur Kenntniss gelangt waren, von welchen m einen gewissen 
Verlauf genommen hatten, so konnte man eine bestimmte Wahr- 
scheinlichkeit dafür angeben, dass die Wahrscheinlichkeit des 

betreffenden Verlaufes in solchen Fällen zwischen - + 8 und - — S 

m ' m 

läge. Bei erheblichen Werten von n wird diese Wahrschein- 
lichkeit schon für ziemlich kleine Werte von 8 gross, man kann 
also mit ziemlicher Genauigkeit „jene Wahrscheinlichkeit be- 
stimmen". Dies genügt dann, um eine Wahrscheinlichkeit dafür 
anzugeben, dass bei einer Anzahl neuer Fälle wieder die relative 
Häufigkeit des betreffenden Verlaufes in irgend welchen Grenzen 
liegen werde. Die vielfach ganz illusorische Natur solcher und 
ähnlicher Rechnungen, ist oben erörtert und es ist daher nicht 
notwendig, nochmals darauf zurückzukommen. 

5. Von den mancherlei Bedenken und Einwürfen, welche 
gegen die Ansichten der Schule vorgebracht worden sind, kann 
hier selbstverständlich nur ein kleiner Teil Berücksichtigung 
finden. Schon die Literatur des vorigen Jahrhunderts ist an 
hierhergehörigen Arbeiten reich, und es ist vielleicht gestattet, 
einige derselben hier anzuführen, um den damaligen Stand der 
theoretischen Controversen zu kennzeichnen. 

Das meiste Interesse bietet die bekannte Opposition, welche 
d'Alembert den Vertretern der schulmässigen Theorie machte, 
und in ihr ist wieder am bemerkenswertesten die Meinung, 
dass gewisse Erscheinungen, deren Eintreten man nie beobachtet, 
nicht, wie die^ Wahrscheinlichkeits-Theorie thue, für sehr unwahr- 
scheinlich, sondern für wirklich unmöglich erklärt werden müssten. 
Wenn die Wahrscheinlichkeits-Theorie es für möglich erachte, 
dass beim Aufwerfen einer Münze tausend Mal hinter ein- 
ander Kopf falle, so entbehre dies der erfahrungsmässigen Be- 
gründung und sei nicht haltbar. — „Donc physiquement parlant 
croix ne peut arriver de suite qu'un nombre fix6 de fois. Quel 
est ce nombre? C'est ce que je n'entreprends point de d^terminer. 
Mais je vais plus loin et je demande par quelle raison croix ne 
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saurait arriver une infiDitö de fois de suite, physiquement par- 
lant. Od ne peut en donner qiie la raison suivante: c'est qull 
n'est pas dans la oature qu'un effet soit toujours et constamment 
le mgme, comme il n'est pas dans la nature que tous les hom- 
mes et tous les arbres se ressemblenf* ^). Es ist bemerkens- 
wert, dass in dem Versuche seine Ansicht zu begründen, 
d'Alembert selbst darauf geführt wird, für das Ausbleiben 
jener sehr häufigen Wiederholungen keine andere Erklärung zu 
geben, als die, dass es sich eben thatsächlich nicht so verhalte. 
Wenn trotzdem seiner ganzen Argumentation immer die Meinung 
zu Grunde liegt, dass die betreffenden Gestaltungen des Gesche- 
hens in irgend einer Weise als wirklich ausgeschlossen anzusehen 
seien : so haben wir es hier im Grunde nur mit der so häufigen 
falschen Auffassung des Gesetzes der grossen Zahlen zu thun, 
welche die auf dasselbe zu gründenden Erwartungen für Sicher- 
heiten, die Unwahrscheinlich keit gewisser Verhaltungsweisen für 
eine gesetzmlssige^Aj^chliessung nimmt. 

Als "offene Bankerott-Erklärung des Verständnisses müssen 
solche Theorien angesehen werden, nach welchen die Wahrschein- 
lichkeits-Eechnung von willkürlichen Fictionen ausgeht. Nach 
Prövost^) z. B, läge jedem Wahrscheinlichkeits-Ansatz die still- 
schweigende Hypothese zu Grunde, dass die verschiedenen als gleich 
möglich betrachteten Fälle der Keihe nach einander wirklich ein- 
treten müssten, eine Anschauung, die in naheliegender Weise 
sich als unzulässig ergiebt; denn wie kommt es, dass eine solche 
doch thatsächlich unzutreffende Fiction als Unterlage der Rech- 
nung einen Wert beanspruchen kann? 

Eine gewisse Aehnlichkeit hiermit zeigen auch die Anschau- 
ungen Böguelin's®). „Le calcul des probabilitös prend donc un 

1) D'Alembert, Doutes et que^tions sur le calcul des probabilitös. 
M^langes de litlrature, d'histoire et de Philosophie. Tome V. Amsterdam. 
1770. 

2) Prevost et Lhuilier, Memoire sur Tart d'estimer la prohabilit^ 
des causes par les effets. Memoires de TAcademie Royale etc. Berlin 1796. 
„Lorsqu'en vertu d'une certaine determination des causes plusieurs ev^ne- 
ments nous paraissent egalement possibles nous feignons que tous ces eve- 
nements ont Heu successlyement tour-a-tour et sans r^petition." 

3) B^guelin, Sur Tusage du principe de la raison süffisante dans 



Digitized by 



Google 



— 280 — 

milieu entre Tarbitraire fortuit et la n^essitö physique; il AMAe 
qiiel sera rövfenement, non en tant qu'il est dirig^ par le hazard, 
Uon en taut qu'il est determinö par les ctauses m^caniques, mais ea 
le supposant prescrit par les lois de.la convenanee, paar l'^iuit^ 
d'uu jage impartial ...... O'est qu'on üe talcule- pas ce que le 

hazard fera, mais ce qu'il devrait faire, s'il distribu^ait ses fa- 
veurs arec une exacte impartialitö.'* 

Es kann nicht Wunder nehmen, dass diese Versuche itöd 
zahlreiche ähnliche auf die unter den Mathematikern sich aus^ 
bildenden Traditionen keinen nennenswerten Einiuss gewamieb. 
6. Weit grössere Bedeutung kommt einer Anzahl neuerer Zdt 
angehöriger Arbeiten zu. Vor Allem sind hier siwei Werke zu 
erwähnen, welche beide eine Fülle erheblicher und wertvoller 
Gedanken enthalten, und welche ausserdem dadurch noch interes* 
santer werden, dass sie in vielen Beziehungen die atrffallendste 
Ueberemstimmung zeigen, wiewol das Zelt-Verhältniss der Publi* 
cation die Unabhängigkeit ihrer Entstehungausser Zweifel setzt; 
und wiewol ausserdem die Ausgangspunkte* beider die denk- 
I bar verschiedensten sind. Von den Verfassern ist der eine da 
l deutscher Philosoph, Pries, dessen „Versuch einer Kritik der 
Principien der Wahrscheinlichkeits-Rechnung* 1842 ^erschien; der 
andere ist Cournot, ein französischer Mathematiker ^ welcher 
eine „Exposition de la th^orie des chances et des prd)abilit6s^ 
(Paris 1843) herausgab. Die Stärke dieser beiden Arbeiten liegt 
unzweifelhaft in der Verneinung, in der scharfen Oppösitfoo, 
welche sie gegen das schematische Verfahre der Mäthematifc«r 
machen; und in dieser, weitaus interessantesten Beziehung stimmen 
auch die beiden Autoren nahezu vollständig überein. Beide er- 
klären z. B. Poisson's Untersuchung über die Wafarscheialidw 
keiten der richterlichen Urteile, die Anwendungen der Wahr- 
scheinüchkeits-Reohnung auf Zeugen- Auslagen ,u. dergl., aucji 
zum grossen Teil diejenige auf die Massenerscheinungen . der 
menschlichen öesellschaft entweder für ganz incörrect oder doch 
erheblicher Modificationen bedürftig. Es versteht sich von selbst, 
dass diese, bei beiden Autoren ganz gleichnaassig vorhandene 

le calcul des probabilites. Histoite de TAeadtole Royale etc. ' Tome XXIII. 
Berlin; 1767.- .'-'•■ .'-■.,'■-'." -...' ;r i .i, ■-,-:' (- 
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Yöllig richtige Einsicht in der Hauptsache dadurch bedingt ist, 
dass sie den wesentlichen objeetiven Sinn, wekher den Wahr*- 
scheinlichkeits- Sätzen bei gewissen Anwendungen der Methode 
zukam, bei anderen abging, sehr deutlich bemerkt hatten. Dem- 
g^näss treffen denn auch Frien und Cournot weiter noch darin 
zusammen, dass sie verschiedene Arten der Wahrscheinlichkeit 
untersscheiden^ gewisse Wahrscheinlichkeiten für gar nicht messbar 
erklären, und als durchaus wesentlich die Frage betonen, ob irgend 
eine numerische Wahrscheinlichkeits-Angabe eine objective oder 
lediglich eine.subjective Bedeutung habe. Das völlige üebersehen 
dieser Differen^n erklären beide für den principiellen Fehler in 
dem Verfahren von Laplace und Poisson. Bis zu diesem 
Punkte etwa geht die Uebereinstimmung der beiden Autoren; 
ebenso weit auch ungefähr werden wir ihnen beizupflichten haben. 
Ganz verschieden aber finden wir ihre Aufeteliungen darüber, 
was unter jener messbaren WahrscbeinUcfakeit nun eigentlich zu 
denken sei. Fri^s erklärt dieselbe — er nennt sie „mathe* 
matische Wahrsqheinlichkeit* im Gegensatz zur „ philosophischen* 
— wie folgt : »Der mathematische Wahrscheinlichkeits-Schluss ist 
ganz anderer Natur* Hier müssen wir eine gewisse' Sphäre der 
firkenntoiss und die allgemeinsten Gesetze derselben kennen; 
allein die Bestimmung der einzelnen Fälle hängt noch von an- 
deren Einwirkungen abv welibhe nicht na^h einer Eegel erfolgen 
und für welche wir das Gesetz ihres Wechsels nicht kennen. 
Wir wissen hier, dass uns für das einzelne Ereigniss, welches 
wir vbraijis bestimmen wollen, keine feste Äegel bekannt sei, 
suchen aber eine üebersicht aller im ümfkng der fraglichen 
Erkenntniss möglich bleibenden Fälle zu bestimmen und daraus 
dne Behauptung für den einzelnen Fall abzuleiten^ .... Und 
weiter unten: „die Bedingungen, unter denen eine berechnungs- 
&hig^ .Wahrscheinlichkeit« erhalten werden kann, sind in dem 
eben Besprochenen angedeutet; Es wird nach einem Ereigniss 
oder ein^ Reihenfolge TOn Ereignissen gefragt, von denen wir 
wissen oder voraussetzen, dass sie unter sich gleich bleibenden 
Verhältnissen im Allgemeineu stehen, so dass dadurch eine be* 
stimmte Sphäre der Erkenntniss eingegrenzt wird, jedoch so, 
dass für die Bestimmung des einzelnen Falles noch veränderliche 



Digitized by 



Google 



— 282 — 

Bedingungen hinzukommen, die ich zwar nicht für den einzelnen 
Fall zn bestimmen vermag, für die ich aber im Allgemeinen 
abzuzählen im Stande bin, von wie vielerlei Arten sie allein sein 
. können, und wie oft die eine Art im Verhältniss zu den an- 
1 deren im Allgemeinen eintreffen werde ^).* — Es bedarf keines be- 
sonderen Nachweises, dass diese Erklärung uns eine irgend 
befriedigende Vorstellung von dem, was die Wahrscheinlichkeits- 
Zahlen objectiv bedeuten sollen, nicht geben; es wird versucht, 
die deutlich herausgefühlte Besonderheit gewisser Fälle der 
Wahrscheinlichkeiten so gut wie möglich zu beschreiben und zu 
schildern, aber es gelingt nicht, hierbei über ganz unbestimmte 
und allgemeine Vorstellungen hinaus zu gelangen. Wie wenig 
das Problem gelöst ist, zeigt am deutlichsten die Schluss- Wen- 
dung der soeben angeführten Stelle: wie oft die einen und die 
anderen (der veränderlichen Bedingungen) eintreten werden, 
kann ich doch nicht unmittelbar „abzählen*; vielmehr kann das 
nur irgendwie geschlossen werden; und die Aufgabe wäre eben 
zu ermitteln, woraus und nach welchem Princip dieser Schluss 
Statt finden kann. 

Die theoretischen Anschauungen Cournots sind vielleicht 
insofern noch bemerkenswerter, als in ihnen die verschiedenen 
Möglichkeiten des Zusammentreffens, der „concours des causes 
ind^pendantes* eine wesentliche KoUe spielt. ,L'idöe du hasard 
est Celle du concours des causes ind^pendantes pour la produc- 
tion d'un ^v^nement d^terminä. Les combinaisons des diverses 
causes ind^pendantes qui donnent ägalement lieu ä la production 
d'un m§me ^vönement sont ce qu*on doit entendre par les chances 
de cet ^v^nement.* An diesen Begriff der Chance knüpft sodann 
die Definition der probabilitö mathömatique als „rapport entre 
le nombre des chances favorables ä Tövönement et le nombre 
; total des chances.* Von dieser heisst es ausserdem „qu'elle 
peut Stre considäröe comme mesurant la possibilitö de T^v^ 
nement, ou la facilitö avec laquelle il se prodüit. En ce sens 
pareillement la probabilit^ mathömatique exprime un rapport 
} subsistant hors de l^esprit qui le congoij, une loi ä laquelle les 



1) Pries, a. a. 0. S. 17 ff. 
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phenomönes sont assujettis, et dont Texislence ne dopend pas de 
Textension ou de la restriction de nos connaissances sur les cir- 
coDstances de leur production** ^). 

Im Gegensatze zu dieser mathematischen Wahrscheinlichkeit 
heisst es sodann von der subjectiven: 

»Si dans J^^tat^lmjgerfeciü^ nons 

n'avons aucune raison de supposer qu'une combinaison arrive 

plutöt qu'une autre et si nous entendons par pro- 

babilitö d'un övönement le rapportentre le nombre des combinai- 
sons qui lui sont favorables et le nombre total des combinaisons mises 
par nous sii^ la meme ligne, cette probabilit^ pourra encore 
servir, faute de mieux, ä fixer les conditions d'un pari, d'un 
marchö alöatoire quelconque; mais eile cessera d'exprimer un 
rapport subsistant r^lement et object ivement entre les choses; 
ella.tprftnd ra nn caractere p urement subjectit; et sera susceptible 
de yariations d'un individu ä u n autre, selon la mesure de ses 
connaissances. Eien n'est plus important que de distinguer 
soigneusement la double acfeptation du terme de probabilitö, 
pris tantdt dans un sens objectif, et tantöt dans un sens subjectif, 
si Ton veut ^viter la confusion et l'erreur, aussi bien dans l'ex- 
position de la thöorie que dans les applications qu'on en fait*. 

Die Schwäche auch dieser theoretischen Formulirung liegt 
offenbar in der Bestimmung der mathematischen Wahrscheinlich- 
keit, da man nicht einzusehen vermag,, wie Chancen als Com- 
binationen von Ursachen gezählt werden können, oder was in 
diesem Sinne ein Zahlen- Verhältniss der einem Ereigniss günstigen 
zu der Qesammtzahl aller Chancen bedeuten soll. 

Ganz ähnliche Formulirungen wie diese, finden sich auch 
anderweit nicht selten; so namentlich die, dass die Wahrscheinlich- 
keits-Brüche direct das Zahlen- Verhältniss der einen Erfolg be- 
günstigenden (herbeiführenden) und der ihn verhindernden »Ur- 
sachen* darstellen sollen. Diese Definition findet sich z. B. 
bei J. St. Jilill. »Wenn der Beamte einer Versicherungs-Gesell- 
schaft aus seinen Tabellen folgert, dass von 100 jetzt lebenden 
Personen eines gewissen Alters im Durchschnitt fünf das Alter 



1) Cournot, a. a. 0. p. 437. 438. 
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von 70 Jahren erreichen, so ist seine Folgerung giltig, nicht 
des einfachen Grundes wegen, dass dies das Verbältniss von ämm 
ist, die in vergangener Zeit die 70 erreicht haben, sondern weil 
die Thatsache, dass sie so lange* gelebt haben, zdgt, dass dies 
gegenwärtig und hier das existirende Verbältniss zwischen deii 
Ursachen ist, welche das Leben bis zum Alter von siebzig zu 
verlängern streben und den Ursachen, welche es zu einem früh- 
zeitigeren Absdiluss zu bringen streben'* ^). Aber welchen Sinn kann 
man wol dem Satze beilegen, dass die Zahlen (oder die Grösse?) 
de r d;as Leben verläng ernden und der es abkürzenden Ul^sachen 
sich wie 95 : 5 verbalten? Wie kann man sich r3ie in einem 
Complex verschiedenster Dinge wirksamen Ursachen gezählt 
denken? Wie soll man sie in begünstigende und verhindernde 
mit Bezug auf einen bestimmten Effect einteilen? Was also «in 
solckes Verhältniss sei und wie es wirksam werde, das bleibt 
vöUig dunkel. Trotz ihrer Unbestimmtheit übrigens legt diese 
Deutung des Wahrscheinlichkeits^Satzes mit Bezug auf das Gesetz 
der. grossen Zahlen eine entschieden unrichtige Auffassung we^ 
nigstens sehr nahe; man ist versucht es als selbstverständlich 
zu betrachten, dass im Verlauf längerer Zeit oder in den Gesammt- 
Ergebniss^ vieler Fälle das wirkliche Verbältniss der bedingenden 
Momente hervortrete, dass die Abweichungen von demselben 
bestimmte Werte, die relativ zu den Gesammt- Zahlen klein 
sind, nicht: überschreiten. können; und so erscheint die Erwartung 
bezüglich vieler Fälle als eine sichere und der charakteristischen 
Eigentümlichk^t des Wahrscheinlichkeits-Satzes entkleidet. 

7. Eine jedenfalls weit werbvollere Interpretation der Wahr- 
8<*einlichkeits^ätze verdanken wir A* Fick^); dieselbe darf hier 
/ angereiht werden, weil auch sie in ' sehr ausgesprochener Weise 
; den Sinn derselben als einen objectiven darstellt. Jeder Wahr- 
sch^inlichkeits-Satz enthält nach Ffck die Angabe einer Be- 
dingung und einer Folge; die Bedingung ist in diei* Weise ftnr- 
mulirt, dass sie einen gewissen „Bereich* umfasst *Die Wahr* 

; 1) J. st Mi 11, System d^ d^ductiven und induktiven Lo^ikjdeutßcfc 
von Schiel. 4^ Auflage. IL S. 79. 

2) A. Fick, Philosophischer Versuch üher die Wahrscheinlichkeiten. 
Würzhurg 1883. * ' ' 
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scheinlichieit eines unvollständig ausgedrückten hjwthetischen 
Urteils ist der als echter Bruch dargestellte Teil aes ganzen 
Bereichs der Bedingung, an dessen Verwirklichung der im Nach- 
satz ausgedrückte Erfolg notwendig geknüpft isf*. Es ist hier 
zunächst, namentlich bei einem Vergleich mit dem Princip des 
mangelnden Grundes, bemerkenswert, dass, indem nach der Wahr- 
scheinlichkeit eines Erfolges gefragt wird, die Betrachtung von 
diesem ab und auf die bedingenden Umstände sich wendet. Wenn 
wir behaupten, dass von der ganzen »Sphäre" einer allgemein 
formuKrten Bedingung die Hälfte einen gewissen Erfolg herbei- 
führe, stellen wir jedenfalls einen Satz von objectiver Bedeutung 
auf, welcher durchaus nicht identisch ist mit dem, dass wir keinen 
Grund haben, das Ausbleiben des Erfolges mehr oder weniger 
als das Eintreten zu erwarten. Freilich ist hierbei vorausgesetzt, 
dass die Teile, in welche wir uns jene Sphäre zerlegt denken, 
in objectivem Sinne als gleich bezeichnet werden dürfen, ein Punkt, 
auf den sogleich zurückzukommen sein wird. Die Betonung 
dieser, jedenfalls in Ficks Meinung objectiven, Bedeutung der 
Wahrscheinlichkeita-Sätze geht so weit, dass es gänzlich unter- 
lassen wird, eine Beziehung derselben zu unseren Annahmen oder 
Erwartungen anzugeben. Man wird indessen doch wol hinzufügen 
müssen, dass, indem die Sphäre der allgemein formulirten Be- 
dingung zerlegt wird in einen Teil, welcher einen gewissen Erfolg 
herbeifahrt, und eineur welcher ihn ausbleiben lässt, das Grössen- 
Verhältniss dieser Teile die logisch berechtigte Erwartung des 
betreffenden Erfolges messe, sobald die bedingenden Umstände 
unter jen^ allgemeinen Begriff fallen. Diese Hinzufügung scheint 
mir durchaus erforderiich; denn wenn man sie unterlassen wollte, 
so hätte man in jenen Grössen- Verhältnissen zwar noch Zahlen 
von einer gewissen objectiven Bedeutung, aber es wäre nicht 
einzusehen, mit welchem Eechte sie als Wahrscheinliehkeiteii 
beaeichiiet werden sollten. Auch scheint mir die ganze Forderung 
eii^es methodischen Gebrauchs der Wahrscheinlichkeits-Rechnung, 
wie sie Fick aufstellt, nur unter dieser Vorausäetzung überhaupt 
verständlich zu sein. Gerade darin besteht, soviel ich sehe, der 
wesentliche Fortschritt der Fick 'sehen Anschauung, dass das-^ 
jenige objective Verhältnisse an welches die Erwartungs-Regel 
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anzuknüpfen hat, in einer gewiss weit zutreffenderen Weise er- 
fasst wird, als zuvor, wenn auch freilich „der Bereich* oder die 
„Sphäre* einer allgemeinen Bedingung eine zunächst noch sehr 
unbestimmte Vorstellung ist. In der unzulänglichen Bestimmung 
dieses Begriffs liegt nun auch der Grund, weshalb Pick trotz 
seines principiell ganz anderen Standpunktes doch zu einer An- 
wendung der Wahrscheinlichkeits-Kechnung gelangt, welche von 
der der mathematischen Schule sich nicht erheblich unterscheidet, 
und ebenso wie diese vielfach als entschieden incorrect bezeichnet 
werden muss. Zu einer-befriedigenden Vervollständigung der Fick'- 
schen Theorie würde zunächst die Frage aufzuwerfen sein, ob und 
wie der „Bereich* einer allgemein formulirten Bedingung in Teile 
von vergleichbarer Grösse zerlegt gedacht werden kann. Diese 
Frage berührt Fick gar nicht, sondern es erscheint ihm eine 
Wahrscheinlichkeits-Zahl in dem von ihm aufgestellten Sinne 
ganz allgemein angebbar. Bei der Durchfühnmg der Theorie 
gestaltet sich aber die Sache so, dass, wenigstens zuweilen, die 
Gleichsetzung der Teile lediglich nach subjectiven Eücksichten 
erfolgt, dass zwei Teile gleich gesetzt werden, weil kein Grund 
vorliegt, den einen oder den anderen für überwiegend zu halten. 
Hiermit aber ist man dann, trotz der scheinbar objectiven Be- 
deutung, welche die principielle Formulirung den Wahrscheinlich- 
keits-Sätzen zuerkennt, doch wieder bei dem Princip des man- 
gelnden Grundes angelangt. Das Kecurriren von dem Erfolg auf 
die Sphäre der Bedingungen ist dann im Grunde nutzlos. Weiter 
aber würde, auch wenn wir uns eine solche Zahl, die das Ver- 
hältniss zweier Teile einer Sphäre misst, angebbar und bekannt 
denken, diese doch im Allgemeinen die Bedeutung einer Wahr- 
scheinlichkeits-Zahl nicht haben; denn unsere Eenntniss der be- 
dingenden Umstände erschöpft sich ja niemals in der Angabe, 
dass der zu beurteilende Fall unter den aus einer Anzahl frü- 
herer Fälle abstrahirten, eine derartige Sphäre umfassenden Be- 
griff zu subsumiren sei. Es würde sich also weiter fragen, wann 
und warum die Kenntniss der individuellen Bestimmungen des 
Einzelfalls derartig irrelevant erscheint, dass jenen Verhältniss- 
Zahlen eine maassgebende intellektuelle Bedeutung zukonmit. 
Die Fick'sche Theorie enthält, wie man kurz sagen kann, eine 
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vollkommen richtige Aufstellung eines Begriffs, welcher dem des 
Spielraums ähnlich ist; aber sie unterlässt die genauere Ver- 
folgung der intellektuellen Bedeutung desselben, und sie versäumt 
namentlich, die für die numerischen Wahrscheinlichkeiten funda- 
mentalen Fragen aufzuwerfen: „wann sind die Spielräume aus- 
schliesslich wahrscheinlichkeits-bestimmend** und „wann sind die 
Spielräume commensurabel/ Die Fick'sche Theorie steht dem- 
g'emäss zu derjenigen, welche ich für die richtige halten muss, in 
ganz ähnlicher Beziehung, wie auch das Princip des mangelnden 
Grundes. Es ist richtig, dass, wenn zwei Fälle gleich möglich sind, 
wir keinen Grund haben, einen mehr zu erwarten als den anderen ; 
es ist auch richtig, dass von der Gesammtheit des Bereichs, welchen 
die Bedingung des Würfeins umfasst, je ^ den Würfen 1^2 etc. ent- 
spricht. Die wichtigeren Fragen schliessen sich aJber an diese 
Aufstellung erst an; und indem man diese zu stellen unterlässt, wird 
beide Male in ganz gleicher Weise die durchgängige Supponirung 
eines Verhaltens, welches nur in besonderen Fällen verwirklicht 
ist, bei der Anwendimg der Methode irreführend. 

8. Die im 6. und 9. Capitel schon erwähnten Unter- 
suchungen von Lexis ^) weisen ebenfalls grosse Abweichungen von 
der Methode der Mathematiker auf. Zwar ist es die Anwendung 
der Wahrscheinlichkeits-Eechnung auf ein bestimmtes Gebiet, die 
Massenerscheinungen der menschlichen Gesellschaft, für welche 
Lexis bestimmte Normen aufstellt. Etwas, was man als eine 
Darstellung der logischen Principien der Wahrscheinlichkeits-Eech- 
nung bezeichnen könnte, finden wir demgemäss hier nicht. Trotz- 
^36ffir3arf die Arbeit von Lexis gerade mit Bezug auf die Prin- 
cipien als eine der wichtigsten aus der ganzen Literatur der 
Wahrscheinlichkeits-Eechnung bezeichnet werden. Das wesent- 
liche Verdienst derselben ist darin zu erblicken, dass zum ersten 
Male die Untersuchung verlangt wird, ob und inwiefern irgend 
welche Erscheinungs-Eeihen sich einem Zufalls-Spiele analog ver- 
halten; es werden ferner Methoden für die empirische Beant- 
wortung dieser Frage gegeben, und endlich die sehr verschiedenen 
Verhältnisse, welche selbst bei einer dauernden Constanz irgend 

1) Lexis, Zur Theorie der Massenerscheinungen in der menschlichen 
Gesellschaft. Preiburg 1877. 
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welcher allgemeinen Bedingungen noch bestehen können, insbe- 
sondere die unterschiede der Dispersion ins rechte Licht gestellt. 
»Dieses Verdienst wird dadurch nicht geschmälert, dass die endgiltige 
Erklärung derjenigen Eigentümlichkeiten, welche für das Zufalls- 
Spiel charakteristisch sind, nicht versucht, vielmehr ein solches 
lediglich nach seiner empirischen Erscheinungsweise definirt wird, 
und dass ebenso auch der, im Anschluss an Cour not als we- 
sentlich betonte Begriff der „physischen Möglichkeit** als ein 
Unaufgeklärtes bestehen bleibt. Ich möchte behaupten^ dass 
Lexis von allen Autoren, die sich mit Anwendung der Wahr- 
scheinlichkeits-Bechuung auf Erscheinungen des menschlichen 
Lebens beschäftigt haben, der erste ist, welcher die hierbei zu 
befolgenden Kegeln völlig richtig erkannt hat* Es hängt hier- 
] mit zusammen, dass er die Methode auch zur Beantwortung ganz 
anderer Fragen heranzieht, als man vorher aufzuwerfen pflegte, 
und dass seine Untersuchungen somit nicht bloss eine weit 
correctere, sondern auch eine weit geistreichere und nützlichere Ver- 
wendung der Wahrscheinlichkeits-Rechnung darstellen, als sie in der 
früheren Literatur desselben Gegenstandes gefunden werden kann. 
9. Die moderne Logik hat, wo sie die Wahrscheinlich- 
keits-Bechnung behandelt, im Allgemeinen sich darauf beschränkt, 
die subjective Bedeutung der Wahrscheinlichkeits-Sätze hel*vor- 
zuheben. Wenn sie es dabei versäumt, von dem obj^ctiven In- 
halt, welchen dieselben thatsächlich zum Ausdruck bringen, ge- 
nügend Notiz zu nehmen, so ist dies leicht verständlich. Denn 
zur Aufsuchung dieses objeetiven Inhalts muss vor Allem der- 
jenige unmittelbar Veranlassung finden, welcher sich mit 4er 
Anwendung der Wahrscheinlichkeits-Rechnung auf besondere reale 
Gegenstände beschäftigt, und dabei Gelegenheit hat, zu bemerken, 
dass objectiv giltige Erkenntnisse in der Form von Wahrschein^ 
I lichkeits-Sätzen ausgedruckt werden. Dagegen bietet die allge- 
{ meine Theorie zu einer derartigen Untersuchung keinen direoten 
I Anlasß. Den »lediglich subjectiven** Charakter der Wahrschän- 
lichkeits-Rechnung finden wir in der systematischen Logik bei 
Lotze und bei Sigwart^) in ganz übereinstimmender Weise 



1) Lotze, Logik. S. 414 434. Sigwart, Logik II. S. 270 ff. 
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hervorgehoben. So widerlegt namentlich Lotze*) in durch- 
aus zutreffender Weise die so häufigen Verwechselungen der 
hohen Wahrscheinlichkeiten, welche sich fiir die Gesammt-Er- 
gebnisse vieler Fälle aufstellen lassen, mit einer „begreiflichen 
Notwendigkeit**. „Bestätigt sich in einer erheblichen Anzahl 
von Fällen diese Erwartung nicht, so kann daran eine constante 
Bedingung, es kann aber auch eine principlose Combination 
variabler Schuld sein; so oft sie sich aber bestätigt, liegt eine 
Thatsache vor, die uns nicht überraschen kann, eben weil sie 
nicht im Voraus unwahrscheinlich war, deren Eintreten sich aber 
so wenig als das Zutreffen irgend einer mathematischen Wahr- 
scheinlichkeit als notwendig erweisen lässt.* Ebenso sagt Lotze 
bezüglich des „Versuchs mit der Trommel und den Kugeln**, 
er könne sich nicht überzeugen, „dass die allmählich hervor- 
tretende Beständigkeit des Verhältnisses zwischen den verschie- 
denfarbigen Kugeln wirklich erklärlich sei, wenn unter diesem 
Ausdruck mehr verstanden sein sollte als Wahrscheinlichkeit.** 
So zweifellos diese Ausfuhrungen richtig sind, so zweifellos scheint 
mir auf der anderen Seite, dass sie uns eben nur lehren, was 
die Wahrscheinlichkeits-Betrachtungen nicht leisten können, da- 
rüber aber im Unklaren lassen, was sie leisten. Und dies hat 
seinen einfachen Grund darin, dass in Anlehnung an die gewöhn- 
lichen Zufalls-Spiele, bei welchen der Wahrscheinlichkeits-Satz in 
ganz einfacher Weise als das Ergebniss unserer üngewissheit 
erscheint, das wertvolle objective Wissen, welches ihm that- 
sächlich zu Grunde liegt, unbemerkt bleibt. Es ist ja richtig, 
dass ein Zustand des Wissens, in dem wir überhaupt Wahrschein- 
lichkeits-Ansätze machen, stets verschieden ist von dem, bei 
welchem wir etwas mit voller Sicherheit erwarten dürfen und 
den Eintritt des Erwarteten als eine begreifbare Notwendigkeit 
bezeichnen können. Nicht minder aber ist richtig, dass auch 
derjenige intellektuelle Zustand, der uns gestattet, begründete 
und richtige, d. h. auf einer Kenntniss von Spielräumen be- 
ruhende Wahrscheinlichkeits-Ansätze zu machen, einen äusserst 
wichtigen Fortschritt gegenüber dem anderen darstellt, in wel- 



\ 
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chem wir, bei völliger ünkenntniss der Verhältnisse, irgend 
welche sichere Erwartungen nicht bilden können. Und ganz 
ebenso unterscheidet sich einer beobachteten Thatsache gegen- 
über derjenige intellektuelle Zustand, bei welchem wir wissen, 
dass dieselbe eine weitere allgemeine Erklärung, als wir zu 
geben im Stande sind, weder erfordert noch zulässt, von dem 
anderen, in welchem uns jegliches Verständniss derselben mangelt. 
Es ist im Grunde doch auch nur die ungenügende Berücksich- 
tigung dieses, dem ungeschulten Denken sich so stark aufdrängen- 
den Unterschiedes, was Lotze mit Bezug auf die „Erklärbarkeit* 
der in Rede stehenden Eegelmässigkeiten in Opposition zu dem 
allgemeinen Sprachgebrauch gebracht hat. Dieser wird es sich 
nicht nehmen lassen, wenn aus einem Gefässe im Ganzen immer 
annähernd gleich viele schwarze und weisse Kugeln gezogen 
werden, eine „Erklärung* dieser Erscheinung in der Annahme 
oder der Thatsache zu finden, dass das Ge&ss gleich viele 
schwarze und weisse Kugeln enthält. Und wenn er hier eine 
Erklärung statuirt, so geschieht dies wesentlich im Hinblick auf 
die gänzliche Verständnisslosigkeit, mit welcher wir einer ähn- 
lichen Erscheinung gegenüberständen, wenn sie unter anderen 
Verhältnissen einträte. 

Dafür, dass die Logik der Wahrscheinlichkeits-Rechnung 
nicht gerecht wird, ist an zweiter Stelle ein anderer Umstand 
verantwortlich zu machen. Es war nicht bekannt, oder wenig- 
stens nicht genügend beachtet, dass jede zahlenmässige Be- 
stimmung, welcher Art sie auch sei, an das Vorhandensein ein- 
deutig und ohne Willkür gleichzusetzender Elemente gebunden 
ist, an eine Bedingung, welche keineswegs allgemein, sondern 
nur unter besonderen Verhältnissen realisirt ist. Diese Lücke 
macht sich bei Lotze um so fühlbarer, als gerade er sich be- 
müht hat, die Regeln für die Aufstellung der gleich möglichen 
Fälle genau anzugeben. 

Als gleich möglich sind nach Lotze „diejenigen Einzelfälle 
zu betrachten, welche in dem Umfange des allgemeinen Falles 
als gleichwertige Arten coordinirt sind* ^), eine zwar richtige, aber 
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nicht ausreichende Bestimmung. Noch deutlicher macht sich die 
Auslassung jenes wichtigen Punktes fühlbar, wenn wir lesen ^): 
»die einfachste Bestimmung jeder Wahrscheinlichkeits- Grösse 
setzt voraus, dass eine Disjunction aller möglichen Fälle ge- 
geben, dass jeder von diesen mit sich selbst identisch und nicht 
gleich einem anderen, dass endlich durch jeden alle übrigen ausge- 
schlossen seien** ; und, würden wir hinzuzusetzen haben, dass die 
Zerlegung nicht bloss coordinirte Fälle, sondern zwingend gleich 
zu setzende oder in ihrer Grösse vergleichbare Elemente liefere. 

Es ist bei diesem Standpunkt durchaus consequent, wenn 
Lotze die Anlehnung der Wahrscheinlichkeits-Sätze an objec- 
tives Wissen überhaupt nicht behandelt; „die genauere Ab- 
schätzung derjenigen Wahrscheinlichkeiten, die auf den mehr 
oder minder bekannten inneren Zusammenhang gegebener That- 
bestände sich gründen, entzieht sich den allgemeinen Anweisungen 
der Logik und ist der sachlichen Kenntniss des jedesmaligen 
Einzel-Falles zu überlassen* ^). 

In vielen Beziehungen ähnlich ist die Behandlung der Wahr- 
scheinlichkeits-Rechnung bei Sig wart; diesem zufolge^) wird 
»der rein subjektive Charakter der Wahrscheinlichkeit dadurch 
häufig verhüllt, dass die gewählten Erläuterungs-Beispiele noch 
ein weiteres Wissen enthalten, das an und für sich in dem, was das 
disjunctive Urtheil sagt, nicht enthalten ist. In dem Falle des 
Würfels z. B. wissen wir, sei es aus der Beschaffenheit der Ur- 
sachen, welche die einzelnen Fälle verwirklichen, sei es aus der 
Erfahrung, dass in einer grösseren Anzahl von Fällen die einzel- 
nen Würfe annähernd gleich häufig auftreten, dass also die 
realen Ursachen, welche die bestimmten Würfe herbeiführen, in 
der Weise abwechseln, dass sie keinen Wurf vor dem andern be- 
vorzugen; die gleiche Möglichkeit der Disjunctionsglieder ist also 
nicht bloss insofern vorhanden, als der Urteilende keinen Grund hat, 
das eine zu vemeiuen, das andere zu bejahen, sondern insofern als 
die wirklichen Umstände der Art sind, dass sie nacheinander die ver- 
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gchiedenen Möglichkeiten verwirklichen, wenn sie nur Zeit haben alle 
Combinationen zu durchlaufen .... Kein Zweifel, dass für solche 
Fälle die Wahrscheinlichkeits-Bechnung einen bestimmten Boden 
bekommt, der ihren Ergebnissen eine besondere Bedeutung 
sichert ; in der Natur des Verfahrens sind solche Voraussetzungen 
nicht notwendig eingeschlossen. Die disjunctiven urteile und die 
daraus abgeleiteten Wahrscheinlichkeits-Brüche sagen ursprüng- 
lich und für sich nichts über das Verhältniss der Häufigkeit des 
wirklichen Eintretens der sich ausschliessenden Fälle; .... sondern 
nur das berechtigte Maass subjectiver Erwartung, das wir in Ermang- 
lung genauer Kenntniss hegen dürfen, ist darin ausgesprochen.* 
Es lässt sich, wie ich glaube, auch in dieser Dai-stellung die 
nicht überwundene Schwierigkeit deutlich erkennen. Vor Allem 
erscheint die Angabe desjenigen objectiven Wissens unzulänglich, 
welches, gelegentlich zu der Wahrscheinlichkeits-Rechnung hinzu- 
tretend, derselben eine erhöhte Bedeutung gewähren soll. Denn 
es kann nicht genügen zu sagen, wir wüssten, dass in einer 
grösseren Zahl von Fällen die einzelnen Würfe annähernd gleich 
häufig »auftreten"; dies ist unmittelbar verständlich nur in 
dem nicht genügenden Sinne , dass sie in der bisherigen Erfahrung 
factisch annähernd gleich häufig aufgetreten sind, oder dem un- 
richtigen, dass sie notwendig annähernd gleich oft auftreten 
müssen. Beides ist nicht der wirkliche Sinn des in solchen 
Fällen vorliegenden objectiven Wissens; sobald man ihn aber 
richtig bestimmt, sieht man auch, dass dieses nicht ein 
accidentelles ist, welches zu den Wahrscheinlichkeits-Sätzen noch 
hinzukommt, sondern ein ganz unentbehrliches, welches ihnen 
zu Grunde liegt. 

Wir finden den ^ubj^cjixfia^ Charakter der Wahrscheinlich- 
keits-Rechnung in gleicher Weise hervorgehoben, die Beziehung 
auf wirkliches Geschehen dagegen wesentlich anders dargestellt 
bei Windelband. „Die Wahrscheinlichkeit,'* sagt Windel- 
band*), ist keine Eigenschaft des erwarteten Ereignisses, son- 
; dern nur ein Verhältniss, nach welchem wir die Stärke unserer 
j Erwartung desselben bestimmen .... Ist di^ Wahrscheinlichkeit 



1) Windelband, Die Lehren vom Zufall. S, 32. 
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nur ein numerisches Verhältniss der Möglichkeiten, so werden alle 
Bestimmungen der Wahrscheinlichkeits-Eechnung auch nur für 
die Möglichkeit und nicht für die Wirklichkeit Geltung haben; 
ist die Wahrscheinlichkeit keine Eigenschaft der Facta, sondern 
ein Grad der Stärke unserer Erwartung derselben, so werden alle 
Gesetze der Wahrscheinlichkeits-ßechnung nicht Gesetze der 
Thatsachen, sondern nur Gesetze für unsere Erwartung dersel- 
ben sein.* 

Wenn es aber dann weiter heisst*): „es liegt im Begriffe 
der gleich möglichen Fälle, dass bei einer genügend grossen An- 
zahl von Fällen jeder Möglichkeit eine gleich grosse Menge von 
Gelegenheiten zu ihrer Realisirung geboten wird**, so muss diese 
Darstellung des Gesetzes der grossen Zahlen, welche sich 
schon bei Fries findet, als unrichtig bezeichnet werden, ebenso 
wie der prinzipielle Unterschied, welcher zwischen dem Einzel- 
fall, für welchen die Wahrscheinlichkeits-Rechnung »ihrem Be- 
griff nach ganz und gar keine Bedeutung habe** ^) und der Keihe 
vieler Fälle gemacht wird. Wenn die gleiche Möglichkeit eine 
lediglich subjective Bestimmung ist, so kann es nicht in ihrem 
Begriff liegen, dass in einer Reihe von vielen unabhängigen 
Fällen das gleich Mögliche annähernd gleich oft eintritt. 
Thatsächlich kann auch aus jenem Begriff nichts weiter ent- 
wickelt werden, als die sehr grosse Wahrscheinlichkeit, mit 
welcher wir die annähernd gleiche Häufigkeit des einen und des 
andern Geschehens erwarten dürfen, nicht aber die factische Re- 
alisirung dieser Erwartung. Die Deduction, und zwar die mathe- 
matische, knüpft an eine allgemeine Erwartungs-Regel gewisse 
Ergebnisse, welche wiederum Erwartungen darstellen, aber sie 
kann aus jener keinen heterogenen Inhalt entwickeln. 

Die hier zusammengestellten Thatsachen werden genügen 
um hervortreten zu lassen, was ich zu zeigen wünschte, wie sich 
vielfach das Bedürfniss geltend gemacht hat, einen deutlichen 
Einblick in die objectiven Grundlagen der Wahrscheinlichkeits-Rech- 
nung zu erlangen. Dass dieselbe mit diesen Grundlagen eine 
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andere Bedeutung hat als ohne sie, ist wohl nie verkannt, und 
mehrfach ist auch eingesehen und nachdrücklich betont worden, 
dass die Ablösung von ihnen stets auf Irrwege führt. Da aber 
weder der Versuch, diese objectiven Grundlagen zu bestimmen, ein 
befriedigendes Kesultat ergab, noch auch es gelang, die Erforder- 
lichkeit derselben begreiflich zu machen, so blieb schliesslich das 
»Princip des mangelnden Grundes** das herrschende, und ein be- 
stimmter Leitfaden für die Anwendung der Methode konnte nicht 
gefunden werden. 

Die theoretischen Schwierigkeiten des Problems konnten 
unbemerkt nur dann bleiben, wenn man es für ohne Weiteres 
zulässig erachtete, aus den bei grossen Zahlen gleichartiger 
Fälle sich herausstellenden Begelmässigkeiten zu schliessen, dass 
die gleichen ßegelmässigkeiten für weitere Fälle zu erwarten 
seien, und wenn man dabei auf die Frage, worin eigentlich die 
Berechtigung solcher Schlüsse gelegen sei, ganz verzichtete. Dies 
ist im Wesentlichen der Standpunkt mehrerer englischer Logiker. 
Ihnen erscheint die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses aus- 
reichend definirt als die relative Häufigkeit desselben in einer 
grossen Zahl von Fällen 0* Ein genaueres Eingehen auf diese An- 
schauungen ist hier nicht erforderlich ; in der Geschichte unseres 
Problems spielen sie deswegen keine Rolle, weil sie dasselbe 
überhaupt nicht aufwerfen. 

Auch für die vorliegenden Untersuchungen hat die sich un- 
mittelbar aufdrängende üeberzeugung, dass eine wirklich wertvolle 
Anwendung der Wahrscheinlichkeits- Rechnung gewisse objective 
Kenntnisse zur notwendigen Voraussetzung habe, und die Frage, 
welche dies seien, den ersten Anstoss gegeben. Ein zweiter Aus- 
gangspunkt lag in der allgemeinen theoretischen Vorstellung, 
dass jede zahlenmässige Maass-Bestimmung an eine gewisse Be- 
dingung gebunden ist, nämlich an die Zusammensetzung des zu 
messenden Gegenstandes aus völlig gleichartigen und somit in 
ihrer Grösse vergleichbaren Elementen. Diese führte zu der 
andern Frage: unter welchen Umständen zerlegt sich das (sub- 
jectiv) Mögliche in eine Anzahl zweifellos gleichwertiger An- 
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nahmen? Beiden Fragestellungen hoflfe ich gerecht geworden 
zu sein. Denn es ist gelungen, gewisse Kenntnisse ohjectiven 
Inhalts als Voraussetzung der numerischen Wahrscheinlichkeits- 
Angahen nachzuweisen. Nicht minder liess sich der Beweis 
erbringen , dass es nur ganz bestimmte Fälle intellectuellen 
Verhaltens sind, welche eine zahlenmässige Charakterisirung 
zulassen, und dass diese Eigentümlichkeit in der That an jenes 
objective Wissen durchaus gebunden ist. 

10. Es sei gestattet, diesen üeberblick mit einer vorwärts 
schauenden Bemerkung zu schliessen. Vom Standpunkte des 
Logikers aus die Theorie einer mathematischen Disciplin zu 
geben ist ein Unternehmen, welches im AUgemeinen gerade bei 
den Mathematikern nicht auf viel Beachtung zu rechnen hat. Wenn 
diese von den Ergebnissen einer derartigen Untersuchung über- 
haupt Notiz nehmen, so finden sie doch in der Kegel, dass die 
ihnen vorgelegten Auffassungen zu verwickelt uud schwerßlllig 
sind, als dass sie sich derselben mit hinreichender Bequemlichkeit 
bedienen könnten. Hierin haben sie auch unzweifelhaft im 
Allgemeinen Recht; wer wollte z. B. wünschen, dass die ge- 
wöhnlichen Darstellungen der Diflferenzial-Eechnung oder der ^ 
Mechanik mit ^sjl^r^ tief gehenden logischen Fundamental-Unter- 
suchungen beschwert würden? Für eine Theorie der Wahr- 
scheinlichkeits - Rechnung liegt die Sache wesentlich anders; 
hier handelt es sich nicht, wie bei jenen Disciplinen, darum, 
für eine Summe völlig feststehender Theorien die strengste, 
logisch durchaus befriedigende Formulirung zu finden; hier 
soll vielmehr eine umfangreiche Lehre von fehlerhaften oder 
wenigstens entschieden unrichtig dargestellten Teilen gesäubert und 
für sie eine Form gefunden werden, welche wenigstens bescheidene 
Anforderungen an Verständlichkeit und logische Correctheit zu 
befriedigen vermag. Der Wunsch, zu der Auffindung und Eeci- 
pirung einer derartigen Darstellungsform für die Wahrscheinlich- 
keits-Eechnung durch diese Untersuchungen beizutragen, legt 
mir die Verpflichtung auf, wenigstens zu skizziren, in welcher 
Weise mir eine solche möglich erscheint, unter Berücksichtigung 
der zweifellos berechtigten Anforderung, dass dieselbe nicht in 
erheblicher Weise durch abstract logische Ausführungen belastet 



^ 



Digitized by 



Google 



— 296 — 

werde. Die mathematische Theorie wird, soviel ich sehe, ihren 
Weg am sichersten mid leichtesten finden, wenn sie sich streng 
daran hält, dass sie reale Grössen von einfach angebbarer ob- 
jectiver Bedeutung zu berechnen hat. Um dies zu können, muss 
sie notwendig von dem Begriff der Spielräume ausgehen. 
Dieser, und die Art und Weise, wie er in einfachsten Fällen 
unsere Erwartungen bestimmt, würde zunächst etwa an den 
Verhältnissen der zeitlichen Coincidenz zweier unabhängiger Vor- 
gangs-Beihen zu erläutern sein. Es könnte sodann die Maass- 
Bestimmung eines zusammengesetzten Spielraums, am zweck- 
mässigsten wol an den Configurations-Möglichkeiten eines in einen 
bestimmten Baum eingeschlossenen ruhenden Systems materieller 
Punkte erörtert werden; hier würde bereits die dominirende Be- 
deutung, welche die Methoden der Combinations-Bechnung ge- 
winnen, zum Ausdruck kommen. 

Nachdem auf diese Weise begreiflich gemacht, was unter 
der Grösse eines Spielraums zu verstehen ist, genügt die ge- 
wonnene Vorstellung, um alle wesentlichen Begriffe der Wahr- 
scheinlichkeits-Bechnung daran anzuknüpfen. In erster Stelle ist 
dies der der Ursprünglichkeit. Dass zwei Verhaltungsweisen 
erst dann als wirklich gleich wahrscheinlich anzusehen sind, wenn 
sie nicht bloss selbst gleiche Spielräume umfassen, sondern auch 
aus gleich grossen Complexen früherer Verhaltungsweisen ent- 
stehen: das ist ohne Weiteres ^einleuchtend. Ueberdies könnte 
die wichtige Bedeutung der ürsprünglichkeit an leicht zu er- 
sinnenden Beispielen begünstigter Verhaltungsweisen erläutert 
werden. 

Nach dieser Entwickelung des Princips wäre als Beispiel 
für die Anwendung desselben am zweckmässigsten zunächst ein 
ideales Zufalls-Spiel, etwa ein Stoss-Spiel oder ein Roulette mit 
unendlich schmalen Feldern, zu behandeln. Hier könnte die Ur- 
sprünglichkeit der in Frage kommenden Spielraums- Verhältnisse 
aus der mathematischen Stetigkeit aller Abhängigkeiten her- 
geleitet und so der Wahrscheinlichkeits-Ansatz streng begründet 
werden. Das Gesetz der grossen Zahlen ist natürlich zunächst 
als ein Satz der Combinations-Lehre abzuleiten. Die wichtige 
und einfache Bedeutung, welche es für die Wahrscheinlichkeits- 
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Ansätze gewinnt, könnte ebenfalls zuerst an dem idealen Zufalls- 
Spiel deutlich gemacht werden. 

Dagegen sollte die Anwendung der Wahrscheinlichkeits- 
Sätze auf die realen Zufalls-Spiele ausdrücklich nicht als unmittelbar 
logisches Ergebniss unserer Ungewissheit, vielmehr als Satz von 
realer Bedeutung, als Hypothese eingeführt werden; es würde 
dabei zu zeigen sein, dass dieselbe teils wegen der annähernden 
Uebereinstimmung mit dem idealen Zufalls-Spiel, teils durch die 
Erfahrungs-Ergebnisse als eine wolbegründete angenommen wer- 
den kann. Wie weit man auf jenes, wie weit auf dieses Moment 
Gewicht legen will, wird stets Sache individuellen Geschmacks 
bleiben und ist auch im Gnmde irrelevant. An den Zufalls-Spielen 
können sodann unter Zugrundelegung jener Hypothese die noch 
restirenden Elemente der allgemeinen Theorie erläutert werden: 
das Bayes'sche Princip, die aposteriorische Wahrscheinlichkeits- 
Bestimmung, die Verhältnisse der Unabhängigkeit oder des Zu- 
sammenhanges der Einzelfiille. Die Theorie hätte sich, wie 
man sieht, in allen wesentlichen Punkten von ihrer bisher 
üblichen Form gar nicht zu unterscheiden, mit Ausnahme des 
einen, dass als Gegenstand der Berechnung nicht die subjective 
Wahrscheinlichkeit, sondern Spielraums -Grössen erscheinen. Das 
genügt nun aber vollkommen, um für die Anwendung der Wahr- 
scheinlichkeits-Kechnung auf irgend ein besonderes Gebiet, nament- 
lich die Fehler-Theorie, sofort den richtigen Standpunkt zu ge- 
winnen. Es würde zu zeigen sein,""dass man die Annahmen objectiven 
Inhalts, welche dem Gauss 'sehen Fehler-Gesetz zu Gnmde liegen, 
sowol von nicht unwahrscheinlichen Voraussetzungen ausgehend 
deductiv erhalten, als auch vielfach empirisch bestätigen kann. 
Der Inhalt desselben würde somit als eine wolbegründete, doch 
aber in jedem Einzelfalle mit Vorsicht zu prüfende Annahme 
erscheinen. Damit wäre die richtige Schätzung der Ergebnisse, 
welche die Methode der kleinsten Quadrate liefert, namentlich 
des wahrscheinlichen Fehlers, von selbst gegeben. 

Daneben würde es sich empfehlen, zu zeigen, wie andere 
Erscheinungen, etwa die von der medicinischen Statistik behan- 
delten, ferner die Zeugen-Aussagen, richterliche Urteile etc., sich 
von den Zufalls-Spielen unterscheiden, und wegen mangelnder 



Digitized by 



Google 



— 298 — 

Constanz der allgemeinen Bedingungen oder wegen eines nicht be- 
stimmbaren Zusammenhanges der Einzelfälle die Anwendung der 
Wahrseheinlichkeits-Rechnung nach dem Schema des gewöhnlichen 
Zufalls -Spiels nicht gestatten. — Die ganze Darstellung würde 
hierbei der jetzt üblichen gegenüber vereinfacht sein, im Grunde 
dadurch, dass die Wahrscheinlichkeits- Rechnung des Scheines 
entkleidet ist, eine allgemeine Logik des Ungewissen zu sein. 
Die weit verwickeiteren Untersuchungen, unter welchen Um- 
ständen die Spielräume allein für unsere Erwartungen bestim- 
mend sind, und wann überhaupt zwei Spielräume in angebbarem 
Grössen -Verhältnisse stehen, werden, so viel ich sehe, in dem 
mathematischen Unterricht ohne erheblichen Nachteil übergangen 
werden dürfen, da der Mathematiker sich wesentlich mit solchen 
Gebieten beschäftigt, in denen diese beiden Voraussetzungen zu- 
treffen; eine Andeutung, dass dies nicht immer der Fall ist, 
würde jedenfalls genügen. 

Wenn ich mich nicht täusche, so würde eine Darstellung 
der Theorie, welche den soeben skizzirten Gang einhielte, auch 
dem Verständniss des Lernenden mehr entgegen kommen, als die 
gegenwärtig übliche; sie würde zugleich, ohne ein nennens- 
wertes Quantum rein logischer Erörterung, einer billigen An- 
forderung an Strenge und Corroctheit Genüge leisten. 
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